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RESUMO 

 

Neste trabalho, apresenta-se a análise numérica da eficiência de um amortecedor 

dinâmico de material viscoelástico com memória (ADVM) para aplicação na redução 

dos estados de ressonância de edifícios de pequeno porte, modelados por pórticos 

planos, submetidos a excitações dinâmicas de um motor elétrico com fonte de 

energia limitada e de velocidade angular variável (SNI – Sistema Não Ideal). 

Elabora-se um modelo matemático do sistema completo com quatro graus de 

liberdade: dois relacionados com o deslocamento horizontal e angular do pórtico 

plano e do motor e dois relacionados com o material ADVM. Ensaios computacionais 

foram realizados utilizando-se o MATLAB® em base do algoritmo de Runge-Kutta 

com passo adaptativo. Analises do comportamento do sistema com e sem controle 

foram realizadas através das ferramentas da dinâmica não linear, entre eles: planos 

de fase, as séries temporais, FFT e curvas de ressonância. 

Palavras-chaves: Sistema não Ideal, Pórticos Planos, Material Viscoelástico com 

Memória. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 



 

ABSTRACT 

 

In this paper, we present the numerical analysis of the efficiency of a dynamic 

damper with memory viscoelastic material (VEMD) for application in the reduction of 

resonance states of small buildings, Modeled by plane frames subjected to dynamic 

excitations of an electric motor with limited power source and variable angular 

velocity (SNI – Non-Ideal System). Draws up a mathematical model of the complete 

system with four degrees of freedom: two related horizontal displacement and 

angular gantry plane and engine related to the two materials ADVM. Computational 

tests were performed using MATLAB ® based on the Runge-Kutta algorithm with 

adaptive step. The Analysis of the system behavior with and without control was 

performed using the tools of nonlinear dynamics, including: phase plane, time series, 

FFT and resonance curves. 

Key Words: Non Ideal System. Portal frame. Viscoelastic Material with Memory 
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1 INTRODUÇÃO 
 

A implementação teórica e os estudos com ensaios numéricos para reduzir 

os efeitos das vibrações e o efeito de Sommerfeld para um sistema não ideal teve 

inicios pelo pesquisador Felix (2002), que estudou vários tipos de dispositivos de 

controle, sendo alguns deles os seguintes: um absorvedor não-linear de vibrações 

que usa o fenômeno por saturação em base de ressonância externa e interna; um 

amortecedor líquido em tubo de tipo U; um oscilador essencialmente não-linear e um 

absorvedor eletrodinâmico de circuito RLC não linear. 

Recentemente foi estudado um absorvedor de vibração linear e não linear 

eletromecânico para reduzir o efeito Sommerfeld o fenômeno de salto e captura por 

ressonância (FELIX, 2009, p. 1-11). 

Quando sobre um sistema mecânico atua uma força cujo espectro apresenta 

valores significativos em uma certa faixa de frequência e nesta região de altos 

valores espectrais situam-se frequências naturais do sistema, este pode responder 

com vibrações excessivas. 

Algumas técnicas básicas utilizadas para reduzir essas vibrações a níveis 

aceitáveis são: (BAVASTRI, 1997) 

- atuar sobre a excitação, reduzindo sua amplitude e/ou alterando o espectro; 

- atuar sobre a estrutura, seja pela variação de rigidez, massa, ou introduzindo 

amortecimento; 

- fixar um, ou mais sistemas secundários ao sistema vibrante (também conhecido 

como sistema principal, sistema primário ou estrutura), cuja vibração deseja-se 

reduzir. 

Ao sistema secundário dá-se o nome de neutralizador dinâmico de vibrações 

ou absorvedor de vibrações. Estes são fixados ao sistema principal, ou estrutura, ou 

sistema primário, com o propósito de reduzir ou controlar as vibrações, aplicando 

forças de reação e/ou dissipação da energia vibratória.  

Nos últimos anos o estudo de controle de vibrações de estruturas usando 

amortecedores ou absorvedores ou neutralizador dinâmico com materiais 

viscoelástico tem sido motivo de grandes pesquisas, no entanto, neste trabalho foi 

introduzido um modelo de um amortecedor dinâmico de material viscoelástico com 

memória (ADVM) e linear baseado no trabalho do Fosdick. (FOSDICK, 1998, v. 65. 

p. 17-24). 
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Ele investigou a redução das vibrações de um oscilador linear sob excitação 

ideal, usando um Absorvedor Dinâmico Viscoelástico com Memória (ADVM), ou seja, 

considerando o amortecimento de maneira dinâmica dependente da variação da 

temperatura no estado de ressonância.  

Com base no trabalho de Fosdick, e como comprovação dos resultados 

obtidos nesta dissertação tem-se a publicação do trabalho que foi apresentado no 

VII Congresso Nacional de Engenharia Mecânica (CONEM2012), intitulado como: 

CHAOTIC SUPPRESION OF NON-IDEAL PORTAL FRAME (NPF) USING A 

VISCOELASTIC DYNAMIC VIBRATION ABSORBER (VDVA), que segue em anexo 

no Apêndice desta dissertação.   

Os ADVM são considerados também como materiais inteligentes, ou seja, 

são aqueles cuja geometria e/ou propriedades físicas (mecânicas, elétricas, 

térmicas, etc.) podem ser variadas de forma controlada, mediante a variação das 

condições ambientais (Temperatura, Campo elétrico, Campo magnético, etc.). 

Dentre esses materiais inteligentes os mais conhecidos são: Materiais 

Viscoelásticos, Amortecedor Magneto Reológico e SMA (Ligas com Memória de 

Forma). 

Os materiais viscoelásticos se caracterizam por apresentar uma resposta de 

deformação em função do tempo para uma determinada tensão aplicada, e por este 

motivo também são conhecidos como materiais dependentes do tempo. A 

denominação viscoelasticidade aplica-se aos materiais que apresentam um 

comportamento elástico, através de uma deformação imediata, combinado com o 

comportamento viscoso, que se apresente ao longo do tempo para uma tensão 

constante aplicada. Os materiais viscoelásticos podem ser utilizados para o controle 

de vibrações em pontes, edifícios e etc. (BAVASTRI, 1997 e DO VALE, 2006) 

A exploração dos sistemas não ideais (SNI) equipado de estruturas sob a 

excitação de um motor de corrente contínua de potência limitada ou de um sistema 

eletrodinâmico de circuito RLC não linear (utilizado como excitador ou absorvedor 

dinâmico) tem contribuído na área da engenharia. O SNI consiste da influência 

recíproca das respostas dinâmicas acopladas entre um motor de corrente contínua 

de potência limitada desbalanceada e uma estrutura suporte (vigas, pórtico plano, 

plataformas, etc.). Nota-se que do ponto de vista matemático trata-se do 

acoplamento da equação de movimento da estrutura suporte (ver a primeira 
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equação da Eq. 1) e da equação de movimento do motor (ver a segunda equação da 

Eq. 1), como se mostra na seguinte fomulação: 
2

1 22

2

12

, ( , ) , , ,

, , , ,

d x dx dx
f x f x t Q x

dt dt dt t

dx
R x

t t t dt

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

∂   
+ + =   

∂   

∂ ∂ ∂   
= Γ +   

∂ ∂ ∂   

                                                             (1) 

onde a primeira equação é a modelagem matemática de uma estrutura 

suporte com amortecimento não-linear representada pela função 1 ,
dx

f x
dt

 
 
 

 que na 

prática da engenharia são considerados alguns modelos como do tipo Van der Pol e 

Rayleigh e com rigidez não-linear representada pela função 2 ( , )f x t  onde são 

considerados os modelos de tipo Duffing e Mathieus. A segunda equação é a 

modelagem matemática de um motor elétrico desbalanceado com potência limitada 

cujo torque é dado pela função ,
t

ϕ
ϕ

∂ 
Γ 

∂ 
. A influência recíproca entre a fonte 

excitante e a resposta da estrutura suporte é considerada através das funções 

, , ,
dx

Q x
dt t

ϕ
ϕ

∂ 
 

∂ 
 e , , ,

dx
R x

t dt

ϕ
ϕ

∂ 
 

∂ 
 que caracteriza o sistema não-ideal. 

No SNI está presente o chamado efeito Sommerfeld: este que surge ao se 

elevar continuamente a tensão de alimentação do motor, estando esse com 

frequência de rotação próxima a região de ressonância do sistema, provoca-se o 

aumento da sua rotação, até o momento que essa se estabiliza em torno de um 

determinado valor (igual a da frequência natural do sistema). A partir deste instante, 

sucessivos acréscimos da tensão somente elevam a potência elétrica absorvida pelo 

motor, que não é mais canalizada para alterar a sua rotação, mas sim para aumentar 

as amplitudes de vibração da estrutura. O processo possui um limite: quando a 

estrutura não é mais capaz de absorver a energia cedida pelo motor, a rotação 

dispara, atingindo, após certo período, valores estáveis e proporcionais a tensão de 

alimentação (BALTHAZAR, 2003, v. 38, p. 613-621 e FELIX, 2002). 

Diversos controles de vibrações de estruturas nos últimos anos são 

introduzidos na literatura com ensaios computacionais e experimentais com 

características passiva ou ativa – as vibrações ocorrem devido a excitações de 

sismos, ventos ou de máquinas rotativas com desbalanceamento. 
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O AMS é um destes controles de vibrações. Um AMS é um sistema massa, 

mola e amortecedor. Geralmente o dispositivo de controle é fixo a um sistema 

vibrante para reduzir a demanda de dissipação de energia nos membros estruturais 

primários sob a ação de forças externas (LARA V., 2007). 

 Segundo Zuluaga 2007, o AMS é um dispositivo de controle de vibração e é 

um dos mais utilizados na prática, este dispositivo se encontra sintonizado em uma 

freqüência específica da estrutura e reduz eficientemente a resposta para 

carregamentos com aquela freqüência. O AMS apresenta a vantagem de não 

requerer o uso de fontes externas de energia, nem o uso de alta tecnologia e sua 

manutenção é mínima. 

A freqüência natural do AMS é sintonizada ao redor da freqüência natural do 

sistema principal ou da freqüência correspondente ao modo de vibração a ser 

controlado. Assim, ao vibrar o sistema principal, o AMS vibra com a mesma 

freqüência deste, absorvendo parte da energia do sistema. 

Neste trabalho, para a aplicação do mecanismo de Fodisk foi introduzido um 

modelo equipado por um pórtico plano linear (representando um edifício de pequeno 

porte de um andar) e um motor elétrico de fonte de energia limitada (FELIX, 2012). 

Observou-se o comportamento dinâmico na passagem da região de 

ressonância (a possível existência de movimento regular e caótico) do modelo 

proposto através da Evolução Temporal, Diagramas de Fase e Transformada Rápida 

de Fourier - FFT. Gráficos traçados em MATLAB® mostram diagramas de fase, 

histórico no tempo, as respostas dinâmicas e o fenômeno de ressonância para os 

sistemas tratados, permitindo dessa forma uma análise de condições de estabilidade 

e instabilidade dos modelos. 

 

1.1 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

O desenvolvimento deste trabalho está divido em quatro capítulos que serão 

apresentados como segue: 

 

No capítulo 1, que é a introdução, apresenta-se um breve resumo e uma 

visão geral sobre controle de vibrações utilizando ADVM e SNI, verificando assim a 

importância do uso do ADVM na engenharia. Neste capítulo apresentam-se também 
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os objetivos que se deseja alcançar com o estudo, a metodologia e as ferramentas 

de análise utilizadas para a realização das simulações e a obtenção dos resultados. 

No capítulo 2, faz-se uma revisão bibliográfica dos assuntos em geral que 

serão trabalhados nesta dissertação. Discuti-se aqui alguns conceitos básicos sobre 

os materiais viscoelásticos e suas aplicações e também sobre Sistema Ideal (SI) e 

Sistema Não Ideal (SNI). 

No capítulo 3, apresenta-se um esclarecimento do que vai ser estudado 

tendo como motivação o artigo de Fosdick, citando aqui também algumas equações 

utilizadas por Fosdick que serviram como base para a realização das simulações 

nesta dissertação. 

No capítulo 4, têm-se os resultados das simulações para o caso do Sistema 

Ideal (SI) e para o caso do Sistema Não Ideal (SNI). Em ambos foram feitas 

simulações comparando o sistema onde se utiliza o ADVM e onde este não é 

utilizado, para que assim possa-se verificar a eficácia desse material. 

Neste capítulo faz-se também uma comparação o uso do ADVM e de um 

AMS, mostrando assim a efetividade do ADVM. 

Apresenta-se também neste capítulo as conclusões e o que foi analisado no 

decorrer deste trabalho além de algumas perspectivas para trabalhos futuros e logo 

após essas perspectivas seguem as referências bibliográficas utilizadas para a 

realização do mesmo e o Apêndice. 

 

1.2 OBJETIVOS 

 

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar numericamente as 

respostas dinâmicas de pórticos planos e analisar a efetividade de um ADVM 

excitado por um motor de potência limitada verificando a ocorrência dos fenômenos 

no estado de ressonância como o efeito de Sommerfeld. 

Almeja-se formular o modelo matemático do ADVM baseado nos trabalhos 

de Fodisk, considerando primeiramente de forma linear e segundo de forma não 

linear conjuntamente com modelo matemático do pórtico plano ou estruturas sob a 

excitação dinâmica de um motor baseado nos trabalhos de Felix. 

A necessidade de controle das vibrações excessivas em sistemas 

mecânicos motivou pesquisadores a encontrar novas soluções para esse problema 
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de controle. Conforme Rao (2008) podem-se controlar os níveis de vibração de três 

formas: 

• Reduzindo a intensidade da força excitadora; 

• Isolando a estrutura excitada; 

• Modificando as características dinâmicas da estrutura. 

As características dinâmicas da estrutura podem ser modificadas pela 

introdução de absorvedores de vibrações. Esses absorvedores são dispositivos 

passivos usados na redução de vibrações excessivas em sistemas mecânicos. Os 

absorvedores típicos consistem de um dispositivo inercial, que modifica a resposta 

dinâmica do sistema vibratório original em uma determinada faixa de freqüência de 

interesse. 

 

1.3 METODOLOGIA 

 

Para realização deste trabalho usa-se um modelo tipo pórtico plano 

composto por uma viga de massa m suspensa por duas vigas flexíveis que estão 

conectados a um controlador do tipo Absorvedor Dinâmico Viscoelástico (ADVM), 

que é capaz de controlar as vibrações através da aplicação da temperatura e não 

por atrito conforme o “modelo tradicional” de amortecedor. 

Para analisar o comportamento dinâmico do problema em questão usa-se a 

ferramenta de análise da dinâmica não linear que são os planos de fase e as séries 

temporais, FFT através do ambiente computacional do MATLAB/SIMULINK® que 

são as iniciais em inglês de Fast Fourier Transform, que traduzindo significa 

Transformada Rápida de Fourier. 

 A FFT também foi feita em MATLAB. O estudo da FFT é desenvolvido da 

seguinte maneira, se a FFT apresentar um espectro de frequências com picos 

simples, então o sinal é periódico, se o espectro de frequências apresenta uma 

banda de picos discretos, o sinal é quase periódico, ou ainda, se o espectro de 

frequências apresentar faixas contínuas contendo infinitas frequências ou uma 

banda cheia, então o sinal é dito caótico. 

 

A seguir faz-se uma revisão bibliográfica dos assuntos abordados nesta dissertação. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

Neste capítulo faz-se uma revisão teórica dos temas abordados nesta 

dissertação. Conforme mencionado anteriormente na introdução, discuti-se aqui um 

pouco sobre SNI e SI, Captura na Região de Ressonância, Materiais Viscoelásticos, 

suas aplicações e etc. 

 

2.1 SISTEMAS DINÂMICOS DO TIPO IDEAL E NÃO IDEAL 

 

 Existem dois tipos de fontes de energia, sendo elas as ideais e as não 

ideais. Para definir se uma fonte de energia é ideal ou não deve-se levar em 

consideração os efeitos resultantes de um acoplamento ou não do sistema vibrante 

e do motor que está atuando no sistema. Diz-se ser uma fonte de energia ideal 

aquela onde o acoplamento no sistema não é considerado, ou seja, onde a fonte de 

energia não influenciada pelo movimento do sistema. 

A seguir descrevem – se as características de sistemas do tipo ideal e não 

ideal que serão utilizados neste trabalho. 

 

2.1.1 SISTEMA DINÂMICO IDEAL 

 

Sistema dinâmico ideal é aquele, cujo movimento da fonte de excitação não 

é influenciado pela resposta. De outra forma quando a excitação é influenciada pela 

resposta do sistema, é dita não ideal e desta maneira pode ser expressa na forma 

temporal. Assim dependendo da excitação, refere-se a um sistema dinâmico como 

ideal e não ideal.  

Quando se limita a potência a ser suprida, o sistema dinâmico deixa de ser 

ideal e passa a ser não ideal. Para esse tipo de sistema, os não ideais, deve-se 

adicionar uma equação que descreve como a fonte de energia passa energia às 

equações que governam o sistema dinâmico ideal. 

 

2.1.2 SISTEMA DINÂMICO NÃO IDEAL 
 

Sistema não ideal é aquele cuja potência é limitada e sua excitação é 

provocada por uma fonte de energia não ideal, ou seja, além de considerar a 
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influência do excitador no sistema oscilante, considera-se também que a ação da 

fonte de energia depende do movimento do sistema oscilante.  

Não existe nenhuma lei específica da variação da sua força que possa ser 

determinada por uma função dependente simplesmente do tempo, essa força de 

excitação pode depender das coordenadas de movimento e velocidade da fonte de 

energia. Em sistemas dinâmicos do tipo ideal a resposta do sistema oscilante ao 

perturbador não é levada em consideração, ou seja, é desprezada. Então a sua 

força excitadora pode ser escrita apenas como uma função dependente do tempo.  

Note que, quando a excitação não é influenciada pela resposta de um 

sistema de vibração, diz-se ser uma fonte de energia ideal, ou um número limitado 

de fontes de energia. Para os sistemas dinâmicos não ideais, é preciso adicionar 

uma equação que descreve como a fonte de energia fornece a energia para as 

equações que governam o sistema dinâmico ideal correspondente. 

Um exemplo clássico de um sistema não ideal é o de uma estrutura flexível 

(por exemplo uma viga em balanço) sobre o qual um motor elétrico de corrente 

contínua, com fonte de potência limitada, está montado. 

Segundo Felix (2002), em sistemas dinâmicos do tipo não ideais existem 

algumas características importantes no modelo matemático deste sistema que se 

dão provenientemente da interação da estrutura com a fonte de excitação, tais 

como:  

• Presença de variações bruscas (saltos ou “jumps”) da amplitude de 

deslocamente da estrutura e da frequência de excitação no caso particular em que 

considera-se as condições estacionárias do movimento; 

• Descontinuidade da curva amplitude versus frequência; 

• Influência do perfil da curva “amplitude versos frequência” quando o 

operador altera a velocidade do motor elétrico, em acréscimos e/ou decrécimos; 

• Dependência destes efeitos com as características eletromecânicas do 

motor. 

No entanto, nota-se que os sistemas dinâmicos, modelados 

matematicamente, como sendo não ideais, possuem um grau de liberdade (ou mais 

dependendo do número de motores presentes no sistema), superior ao sistema ideal 

correspondente. 

As equações governantes do movimento, representativa do sistema 

dinâmico não ideal de vibrações, podem ser esquematizadas, modeladas 
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matematicamente, da seguinte forma (onde neste caso só se considera um motor de 

corrente contínua). 

 

1 – “primeiro conjunto de equações”: 

equações dinâmicas da “estrutura vibratória” em x + termos de interação (termos 

em x e em φ) = equações da excitação externa. 

2 – “segundo conjunto de equações”: 

equações de rotação do eixo do motor (termos em 
2

2

d

dt

ϕ
) + equações características 

do motor (termos em Mm (
d

dt

ϕ
)) + outros termos de interação (em x e em φ) = 0. 

 

Onde, 
d

dt

ϕ
 é a velocidade angular do eixo do rotor e, 

2

2

d

dt

ϕ
 é a aceleração 

correspondente, onde supõe-se a existência de um único motor. 

Note o fato importante de que as linearidades ou não linearidades vêm da 

modelagem matemática da estrutura, no caso do problema não ideal a presença de, 

por exemplo, uma única fonte de energia, em geral que contribui com a ação de não 

linearidades do tipo quadráticas, presente no termo de energia cinética devido o 

desbalanceamento do motor de corrente contínua.  

Salienta-se que as vibrações oriundas dos movimentos de aceleração 

(partida) e desaceleração (desligamento) de motores elétricos são representados 

pela função Mm, ou seja, ela representa o torque desenvolvido pelo motor elétrico e 

a curva característica do motor relaciona o torque Mm com a velocidade de rotação 

angular. 

Podemos obter cada ponto dessa curva, da seguinte maneira: Mantém-se a 

velocidade angular 
d

dt

ϕ
constante, enquanto se determina o torque no eixo do motor. 

Como cada ponto gira a uma velocidade angular constante, essa curva é 

chamada de característica estática, determinando seu funcionamento em estado 

estacionário. Na realidade todo motor possui uma família destas curvas, em 

discussão, e todas elas representam a mesma relação de grandezas, mas a cada 

uma corresponde um certo valor da regulagem. 
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Imagina-se, por exemplo, que um motor possua uma família de curvas, as 

quais são diferenciadas variando-se a tensão elétrica U que é aplicada aos seus 

terminais. 

Cada posição de controle de regulagem com o qual se aumenta ou se 

diminui a tensão elétrica, produz uma correspondente curva característica, cada uma 

delas, relaciona a um valor de potência constante, mas diferentes entre si. A primeira 

delas sendo do tipo exponencial (mais realística) e, a segunda sendo do tipo linear 

para cada valor da tensão U que será o parâmetro de controle do problema.  

A seguir discute-se o problema não ideal próximo a região de ressonância. 

 

2.2 PASSAGEM E CAPTURA PELA REGIÃO DE RESSONÂNCIA 

 

Segundo Felix (2002), a frequência rotacional do motor se aproxima a 

frequência natural da estrutura e a região de ressonância pode ser definida por: 

 

0
d

dt

ϕ
ω− = 1( )ε           (2.1)

  

onde: 

 

1ε = é um pequeno parâmetro e, 

ω = é a freqüência natural do sistema dinâmico vibratório. 

 

Dizendo-se que o sistema dinâmico, em questão, parte do repouso, a 

velocidade angular 
d

dt

ϕ
 continuará crescendo além da região de ressonância 

dependendo das condições iniciais e dos parâmetros físicos tais como: 

• Massa desbalanceada; 

• Massa do motor; 

• Momento de inércia do motor; 

• Excentricidade da massa desbalanceada e; 

• Constantes de torque desenvolvido pelo motor. 
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Se a tensão aplicada nos terminais do motor for crescendo, a velocidade 

angular 
d

dt

ϕ
 também irá crescer além da região de ressonância (Fenômeno da 

passagem pela Ressonância) ou, permanecerá próxima a freqüência natural ω  do 

sistema (Fenômeno da Captura pela Ressonância). O que define o tempo de 

passagem pela ressonância são as condições iniciais do sistema. 

Finalmente, em sistemas não ideais, observa-se uma importante 

característica que é a presença do chamado Eefeito Sommerfeld: Este efeito foi 

observado em 1904 por Sommerfeld, onde ele constatou com seu experimento – um 

motor elétrico desbalanceado montado numa base elástica – que as amplitudes de 

vibração aumentavam ao se ceder mais potência elétrica ao motor sem que, ao 

mesmo tempo, a sua freqüência de rotação se elevasse proporcionalmente.  

Curiosamente, tal fato ocorria quando o motor excitava a base elástica com 

uma freqüência aproximadamente igual à da natural do sistema; além disso, havia 

um limite para tal fenômeno: ao atingir a amplitude máxima de vibração, qualquer 

acréscimo da energia fornecida, mesmo que diminuta, provocava uma mudança 

significativa e brusca da rotação. frequências de estado estacionário do motor de 

corrente contínua será geralmente aumentar a potência à medida que mais 

(voltagem) é dada a ele de um modo passo-a-passo.  

Quando uma condição de ressonância com a estrutura é atingido, a maior 

parte de sua energia é consumida para gerar vibrações de grande amplitude da 

fundação sem alteração sensível da frequência do motor. Eventualmente, a energia 

suficiente é fornecida ao motor  para iniciar o salto, os aumentos de frequência de 

operação e as diminuições de amplitude de fundação, resultando em menor 

consumo de energia pelo motor. 

 

2.3 CARACTERÍSTICAS DOS MATERIAIS VISCOELÁSTICOS 

 

Os materiais viscoelásticos, que tal como o nome indica exibem 

características viscosas (como os líquidos) e também características elásticas (como 

os sólidos). A viscoelasticidade nos sólidos trata-se de um fenômeno que se 

caracteriza pelo aparecimento de deformações dependentes do tempo. Essas 

deformações aparecem no decorrer do tempo e não simultaneamente com a 

aplicação de tensões. 
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Portanto pode-se entender por materiais viscoelásticos aqueles que 

possuem mecanismos de amortecimento fortemente dependentes da temperatura e 

da freqüência em que os mesmos vão atuar, podem se enquadrar neste grupo de 

materiais os poliméricos como borrachas naturais e sintéticas, silicone, esmaltes, 

acrílicos, etc. 

O comportamento de um material viscoelástico sob carregamento uniaxial 

pode ser bem representado por meio de modelos compostos de elementos de mola 

e de um cilindro com êmbolo perfurado, imerso em um líquido viscoso chamado de 

amortecedor, conforme esquematizado na Figura 2.1. (SAMPAIO,2004). 

 

Figura 2. 1 - Representação esquemática (a) de uma mola e (b) de um amortecedor. 

 
Fonte: SAMPAIO, 2004. 

 

 

2.3.1 VARIAÇÃO DAS CARACTERÍSTICAS DOS MATERIAIS VISCOELÁSTICOS EM FUNÇÃO 

DA FREQÜÊNCIA E DA TEMPERATURA. 

 

 Conforme já mencionado os materiais viscoelásticos são materiais 

dependentes principalmente da frequência e da temperatura, logo mais abaixo 

mostra-se o que ocorre com alguns materiais quando são submetidos, a um 

determinado tempo, a uma frequência constante e também a uma temperatura 

constante. 

 

2.3.1.2 TEMPERATURA E FREQUÊNCIA DE TRANSIÇÃO 

 

O módulo de cisalhamento dinâmico dos materiais viscoelásticos, 

geralmente diminuem ao se aplicar uma temperatura mais elevada e aumentam 
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conforme for aumentando a freqüência. O módulo de cisalhamento pode ser 

representado pela notação complexa G(Ω, θ), onde θ é a temperatura. 

A relação entre a parte real e imaginária do módulo dinâmico, que é 

conhecida como fator de perda, dos materiais viscoelásticos aumenta com a 

frequência até um máximo, quando, então, começa a diminuir. Este ponto de 

máximo corresponde aproximadamente à maior inclinação (derivada) na curva G(Ω), 

verificada na Figura 2.2. 

 

Figura 2. 2 - Variação das características de um material viscoelástico com relação à 

frequência à uma temperatura constante. 

 

Fonte: Adaptado, BAVASTRI, 1997. 

 

Na figura 2.3 tem-se o comportamento de uma borracha com variação de 

temperatura a freqüência constante. Neste caso o fator de perda aumenta com a 

temperatura até certo valor máximo relativo, onde é chamado de temperatura de 
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transição, quando começa a diminuir. O módulo dinâmico diminui em forma 

constante. 

 

Figura 2. 3 - Variação das características de um material viscoelástico com relação à 

temperatura com a frequência constante. 

 

Fonte: Adaptado, BAVASTRI, 1997. 

 

Como podemos ver existem três zonas bem definidas: (zona I – Figura 2.3), 

onde a temperatura de transição se encontra bem abaixo da temperatura ambiente 

ou a freqüência de transição é relativamente elevada. Os materiais encontrados 

nesta zona possuem baixo amortecimento. Na (zona II), onde a temperatura e 

freqüência de transição acham-se dentro ou perto da faixa usual de trabalho, essa 

região é chamada de região de transição e a (zona III), que é chamada de região 

vítrea, contendo um valor bastante elevado no módulo de cisalhamento. 
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Segundo Espíndola (apud Bavastri,1997 p. 12-13) existem algumas 

observações que foram feitas em relação aos materiais viscoelásticos que se 

correspondem com a Zona I e II são: 

Quanto ao primeiro, viscoelástico do Tipo I: que possuem elevada 

resiliência, grande estabilidade estrutural e baixo ou médio amortecimento. 

A borracha natural, com e sem enchimento, neoprene e SBR podem ser 

encontrados dentro dessa categoria, e o fator de perda para essas borrachas varia 

de 0.01 a 0.1, aproximadamente. Neste caso tanto o fator de perda como o módulo 

de cisalhamento podem ser considerados constantes. 

Quanto ao segundo, viscoelástico do Tipo II: possuem grande rigidez 

(reduzida resiliência), precária estabilidade estrutural e elevado amortecimento. 

Entende-se por precária estabilidade estrutural à elevada relaxação destes 

materiais quando submetidos a uma tensão constante. Podem-se citar, dentro desta 

categoria, a resina de polivinila butiral plastificada, acetato de polivinila plastificado, 

borracha butílica com enchimento de negro de fumo e outros. Em geral o fator de 

perda é menos sensível às variações de freqüência do que o módulo dinâmico de 

elasticidade 

 

2.4 COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS VISCOELÁSTICOS 

 

Os materiais viscoelásticos apresentam uma relação entre a tensão e a 

deformação que depende do tempo e da freqüência. Para os materiais que 

apresentarem uma resposta viscoelástica em fluência os níveis apreciáveis, em 

determinada temperatura, o comportamento desse material é descrito como elástico 

em virtude do seu carregamento, que é seguido por um lento e contínuo aumento da 

deformação a uma taxa de variação da deformação decrescente com o tempo. 

Quando remove-se a tensão então ocorre uma rápida recuperação elástica 

seguida por uma recuperação de deformação dependente do tempo a uma taxa de 

variação continuamente decrescente. O tempo representa um fator extremamente 

importante no comportamento destes materiais, pois quando eles apresentam este 

fenômeno quer dizer que são fortemente influenciados pelo nível de tensão e quanto 

maior o tempo que se passar a uma tensão constante maior será a deformação 

correspondente.  
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2.4.1 FLUÊNCIA OU DEFORMAÇÃO LENTA 

 

As deformações plásticas e elásticas ocorrem simultaneamente à aplicação 

da carga em todos os materiais, já alguns materiais usados na engenharia civil 

podem sofrer uma deformação adicional se o carregamento for mantido por um 

tempo suficientemente longo. Trata-se da deformação lenta ou fluência. 

A deformação lenta ou fluência possui dois componentes, um elástico e 

outro viscoso. O tipo de material que define a velocidade dessa deformação.   

Se a tensão for mantida constante pode-se definir a fluência com o aumento 

de deformação ou, se a deformação for mantida constante a fluência aparecerá com 

a redução progressiva da tensão com o tempo, denominada relaxação.  

Conforme apresentado por FINDLEY (apud Costi, 2006), THURSTON (1895) 

parece ter sido o primeiro a propor as três fases da fluência: o estágio primário que 

se encontra na zona I (Figura 2.4), estágio secundário que se encontra na zona II 

(Figura 2.4) e estágio terciário que se encontra na zona III (Figura 2.4). Na Figura 

2.4, pode-se comprovar o comportamento da deformação ao longo do tempo, onde, 

na fluência primária (zona I), a taxa de deformação é relativamente acentuada, 

decrescendo ao longo do tempo até atingir o equilíbrio, que dá início ao estágio de 

fluência secundária (zona II), na qual a taxa de deformação torna-se constante. Já 

no estágio terciário (zona III) onde a taxa de deformação tende a aumentar com o 

decorrer do tempo, e onde ocorre a ruptura por fluência nos materiais. 

Existem algumas deformações por fluência que são reversíveis, podendo 

retornar a sua condição original após a ausência da tensão de atuação. 
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Figura 2. 4 - Os três estágios da Fluência ou Deformação Lenta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Adaptado COSTI, 2006. 

 

2.4.2 RELAXAÇÃO 

 

Ao longo do tempo a curva de tensão para uma deformação constante 

aplicada irá sofrer uma redução gradativa ao longo do tempo, o que caracteriza o 

comportamento de alguns materiais. Vejamos isto na figura 2.5, abaixo. 

 

Figura 2. 5 - Tensão de Relaxação a uma Deformação Constante. 

 
Fonte: COSTI, 2006. 
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2.4.3 REVERSIBILIDADE DA FLUÊNCIA 

 

Um material quando é submetido a uma tensão constante, pode-se observar 

que logo após o descarregamento de tensão ocorre uma recuperação instantânea e 

reversível da deformação elástica e essa reversibilidade da fluência depende do 

tempo.  

Conforme apresentado na Figura 2.6 pode-se observar a reversibilidade da 

fluência que é dependente do tempo.  

Em alguns plásticos é possível ocorrer uma recuperação total da 

deformação, mas isso dependerá do tempo disponível para a reversibilidade. 

 

Figura 2. 6 - Fluência e reversibilidade de metais e plásticos. 

Fonte: Adaptado COSTI, 2006. 
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2.5 VISCOELASTICIDADE LINEAR 

 

A resposta de deformação da viscoelasticidade linear depende apenas do 

módulo de relaxação ou fluência, sendo que a deformação é proporcional a tensão 

aplicada, e é dependente da duração da carga de tensão ou deformação aplicada a 

uma temperatura específica. Já no caso da viscoelasticidade não linear o módulo de 

relaxação depende da magnitude e tempo da carga de tensão ou deformação 

aplicada. 

 

2.5.1 MOLA E AMORTECEDOR 

 

Todos os modelos de viscoelasticidade linear podem ser representados por 

modelos de molas e amortecedores lineares, sendo desprezados os dados inerciais 

destes componentes (COSTI, 2006). Um elemento de mola representa um 

comportamento elástico linear, conforme mostra a Figura 2.7. Por isso pode ser 

empregado para uma relação constitutiva, conforme indicado na equação abaixo: 

 

0Eσ ε=   (2.2) 

onde: 

σ = tensão  

E = a constante de rigidez do material, módulo de elasticidade 

0ε = a deformação inicial 

 

Figura 2. 7 - Representação de uma mola linear. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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A lei de Hooke diz que a tensão resultante da aplicação de uma força em um 

material é diretamente proporcional a sua deformação, e o comportamento do 

modelo de uma mola é representado por um sólido Hookeano. A resposta de 

deformação é instantânea e não existe deformação permanente ou irrecuperável, 

como se observa na Figura 2.8. Toda energia utilizada para deformar a mola é 

armazenada e totalmente reversível. 

 

Figura 2. 8 - Representação do comportamento da mola linear. 

Fonte: COSTI, 2006.  

 

Um amortecedor (Figura 2.9) é um elemento que apresenta comportamento 

viscoso. Por isso pode ser empregado para simular uma relação constitutiva como 

indicado na equação abaixo. 

 

σ ηε= ɺ   (2.3) 

 

onde: 

σ = tensão  

η = a constante de viscosidade do material 

ε = a taxa de deformação 
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Figura 2. 9 - Representação do modelo de um amortecedor linear. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

O comportamento viscoelástico pode ser modelado de forma simples por 

molas e amortecedores, que podem ser utilizados por meio de suas combinações 

em série e paralelo.   

 

2.5.2 MODELO DE MAXWELL 

 

Apenas modelos de mola ou amortecedor não são suficientes para, 

isoladamente, representarem o comportamento viscoelástico dos materiais. Assim, 

modelos mais complexos foram propostos considerando combinações de molas e 

amortecedores de modo apropriado conforme o tipo de material. Um desses 

modelos é o modelo de Maxwell. 

O modelo de Maxwell é representado por uma mola e um amortecedor 

associado em série e sujeitos à uma mesma carga. O modelo de Maxwell possui sua 

deformação dada pela soma das deformações elástica e viscosa, sendo a tensão 

igual para os dois elementos, conforme mostrado na Figura 2.10 abaixo.  
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Figura 2. 10 - Modelo de Maxwell. 

 

 

Fonte: Adaptado, SAMPAIO, 2004. 

 

Tensão na mola: 

 

0Eσ ε=   (2.4) 

 

onde: 

σ  é a tensão 

E é a constante de rigidez do material, módulo de elasticidade 

0ε  é a deformação inicial 

 

Tensão no amortecedor: 

 

σ ηε= ɺ   (2.5) 

 

onde:  

σ  é a tensão 

η  é a constante de viscosidade do material 

εɺ  é a taxa de deformação 

 

A tensão sobre o amortecedor e a mola são iguais à tensão total σ : 
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1 2σ σ σ= =            (2.6) 

 

Como os elementos estão conectados em série a deformação total será:  

 

1 2ε ε ε= +            (2.7) 

 

onde: 

ε é a deformação total 

1ε  é a deformação do modelo da mola 

2ε  é a deformação do modelo do amortecedor 

Derivando-se a equação (2.7) em relação ao tempo t obtém-se a taxa de 

deformação que é regida pela equação (2.8). 

 

1 2ε ε ε= +ɺ ɺ ɺ   (2.8) 

 

onde: 

εɺ é a taxa de deformação total 

1εɺ  é a taxa de deformação do modelo da mola 

2εɺ  é a taxa de deformação do modelo do amortecedor 

Inserindo-se a equação (2.5), derivando-se a equação (2.4) e substituindo-se na 

equação (2.8), obtém-se: 

 

E

σ σ
ε

η
= +
ɺ

ɺ   (2.9) 

 

onde: 

σɺ  é a taxa de tensão 

 

Aplicando-se as condições iniciais 0σ σ= em t=0 e integrando a equação (2.9) tem-

se: 
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0 0( )t t
E

σ σ
ε

η
= +   (2.10) 

 

onde: 

0σ  é a tensão inicial 

Aplicando-se as condições iniciais 0ε ε= e 0σ σ= em t=0 e integrando a equação 

(2.9) tem-se: 

0( )

t
E

t e ησ σ
−

=                    (2.11) 

 

2.5.3 MODELO DE VOIGT-KELVIN 

 

Se o elemento consistir de uma mola em paralelo a um amortecedor de 

viscoelástico, então temos o modelo viscoelástico de Voigt-Kelvin. 

Este modelo consiste de uma mola de módulo E, em paralelo com um amortecedor 

de viscosidade η. Se for aplicada uma tensão constante σ a um tempo t = 0, a mola 

poderá não se alongar de forma instantânea, pois poderá ser retardada pelo 

amortecedor. A deformação ocorre a uma taxa variável, com a tensão distribuída 

entre os dois componentes, após um tempo dependente da viscosidade do 

amortecedor, a mola aproxima-se da elongação máxima finita (ZULUAGA, 2007). 

 

Figura 2. 11 - Modelo de Voigt-Kelvin. 
 

 
Fonte: Adaptado, SAMPAIO, 2004. 
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A tensão para os elementos que compõem o sistema é obtida pelas equações (2.12) 

e (2.13) 

 

e
Eσ ε=   (2.12) 

 

ησ ηε= ɺ   (2.13) 

 

onde: 

e
σ é á tensão elástica 

ησ  é a tensão viscosa 

Como os elementos estão conectados em paralelo, a tensão total é dada pela 

equação (2.14). 

 

E ησ σ σ= +   (2.14) 

 

Inserindo-se a equação (2.12) e (2.13) em (2.14) e rearranjando-se: 

 

E σ
ε ε

η η
+ =ɺ   (2.15) 

Aplicando-se a condição inicial 0σ σ=  em t=0 e integrando a equação (2.15) tem-se: 

 

0 1

t
E

e
E

ησ
ε

− 
= −  

 
  (2.16) 

A taxa de deformação para o modelo de Voigt-Kelvin é determinada pela 

diferenciação da equação (2.16) dando origem à equação (2.17). 

 

0

t
E

e ησ
ε

η

−

=ɺ   (2.17) 

Se a tensão é removida no instante t1 pode-se determinar a deformação num 

instante t qualquer através do Princípio da Superposição de Boltzmann (PSB). 

Aplicando-se 0σ  no instante 0 0t = tem-se a deformação 
a

ε  igual a equação (2.16). 
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0

0 1

t t
E

a
e

E

ησ
ε

−
− 

= −  
 

                  (2.18) 

 

onde: 

0ε  é a deformação no sistema inicial 

b
ε  é a deformação no instante 1t t=  

Para deformação 
b

ε  no instante 1t t= tem-se a equação (2.19) 

 

1( )

0 1

t t
E

b
e

E

ησ
ε

−
− 

= −  
 

         (2.19) 

Aplicando-se o PSB no instante t ˃ 1t  durante a fluência reversível tem-se (2.20): 

 

1

0 1 ,

t
E

a b
e e

E

ησ
ε ε ε

− 
= + = −  

 
 t ˃ 1t   (2.20) 

 

2.5.4 MODELO DE BURGERS 

 

O modelo viscoelástico de Burger é composto por um modelo de Maxwell 

em série com um modelo de Kelvin-Voigt. A Figura 2.12 mostra a representação do 

modelo por meio de segmentos de mola e amortecedor. 

 

Figura 2. 12 - Representação do modelo viscoelástico de Burgers. 

 
Fonte: Adaptado, SAMPAIO, 2004. 
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Delimitando três zonas de deformação, em que 1ε , que pode ser chamado 

também de (zona 1), corresponde à parcela elástica, 2ε  (zona 2),  corresponde a 

parcela viscosa e 3ε  (zona 3) corresponde ao elemento de Kelvin e pode-se afirmar 

que a deformação total no elemento é dada por: 

 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )t t t tε ε ε ε= + +   (2.21) 

 

onde: 

ε  é a deformação total 

1ε  é a deformação da mola 

2ε é a deformação do amortecedor 

3ε é a deformação da mola e amortecedor em paralelo 

 

2.5.5 MODELO DE TRÊS ELEMENTOS 

 

O modelo de três elementos é chamado também como um modelo misto ou 

modelo de Boltzmann. Ele caracteriza-se por apresentar uma deformação imediata, 

seguida de uma parcela de deformação variável com o tempo.  

 

Figura 2. 13 - Representação do modelo de três elementos. 

 
Fonte: Adaptado, SAMPAIO, 2004. 
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O modelo consiste de uma mola elástica com módulo de elasticidade E0 

conectado a um arranjo de mola com módulo de elasticidade E1 em paralelo a um 

amortecedor de viscosidade η, do tipo modelo de Kelvin. 

Logo a deformação total é igual a: 

 

0 1( ) ( ) ( )t t tε ε ε= +                   (2.22) 

 

onde, 

0 ( )tε  é a deformação da mola 

1( )tε é a deformação do elemento de Kelvin 

e a tensão viscosa é: 

1 1 1( ) ( )t E t
νσ ε ηε= + ɺ   (2.23) 

 

onde, 
νσ é a tensão viscosa 

Salienta-se também que o modelo de três elementos possui uma limitação, 

pois ele não caracteriza de forma adequada a deformação por fluência quando na 

estrutura ocorrer um descarregamento, ou seja só é bem aceita quando não há um 

descarregamento na estrutura. 

 

2.6 APLICAÇÕES DE CONTROLADORES VISCOELÁSTICOS  

 

A forte tendência de se projetarem estruturas cada vez mais leves e esbeltas 

tem levado as edificações modernas a diversos problemas dinâmicos. Em grande 

parte, esta tendência se deve a fatores econômicos, fazendo com que esta 

característica dos projetos modernos seja cada vez mais acentuada. 

 Para tentar minimizar os problemas causados com as vibrações dessas 

estruturas e gerar maior segurança, os sistemas auxiliares de controle de vibração 

inseridos nas estruturas vêm sendo cada vez mais utilizados. Além de serem 

seguros e relativamente econômicos, estes sistemas de controle são soluções leves 

e tecnicamente mais eficientes na correção de problemas dinâmicos, o que vem 

fazendo com que soluções pesadas e conservadoras, venham sendo cada vez 

menos usadas. 
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Um exemplo desses controladores pode ser observado na Figura 2.14, onde 

tem-se um modelo típico de um viscoelástico, este modelo é muito utilizado no 

controle de vibrações. Esse absorvedor é constituído de uma estrutura sanduíche de 

aço e núcleo viscoelástico (parte mais escura da figura). Neste caso a alternância 

entre esforços de tração e compressão nas extremidades do amortecedor provoca 

distorções angulares no núcleo viscoelástico. Este por sua vez dissipa boa parte da 

energia de vibração do sistema. 

 

Figura 2. 14 - Modelo típico de Viscoelástico. 

 

 

 

Fonte: BARBOSA, 2013. 

 

Outro exemplo da aplicação de materiais viscoelásticos pode ser visto na 

estrutura das famosas torres gêmeas Figura 2.15. Salienta-se que o uso desses 

amortecedores viscoelásticos em estruturas é relativamente recente e um dos 

primeiros casos que se tem notícia dentro da literatura eram o das torres do World 

Trade Center em Nova York EUA (1969) que tinham 10.000 amortecedores 

viscoelásticos semelhantes ao mostrado na Figura 2.14. O objetivo é o de atenuar 

vibrações provenientes de cargas de vento. 
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Figura 2. 15 - World Trade Center e detalhe dos amortecedores viscoelásticos 

instalados. 

 

 
Fonte: BARBOSA, 2013. 

2.7 MOTOR DE CORRENTE CONTÍNUA  

 

Motores de corrente contínua (motor CC) são motores elétricos bastante 

simples que utilizam energia elétrica e um campo magnético para produzir torque, 

com a rotação do motor. Na sua forma mais simples, um motor de corrente contínua 

requer dois imãs de polaridades opostas e uma bobina elétrica, que atua como um 

eletroímã. As forças eletromagnéticas repelentes e atraentes dos ímãs são 

responsáveis por fornecer o torque que faz com que o motor de corrente contínua 

possa rotacionar. Sua composição sempre será de duas estruturas magnéticas, o 

estator (enrolamento de campo ou imã permanente) e o rotor (enrolamento de 

armadura). 

A bobina mostrada na figura abaixo representa uma das inúmeras bobinas 

que compõem a armadura (rotor) do motor CC. Sempre que uma bobina está na 

posição indicada, as escovas estão aplicando uma tensão constante na bobina 

(somente nesta posição). Uma força perpendicular ao campo magnético gera um 

torque fazendo com que o rotor gire 180º. Ao dar meia volta, os contatos são 

invertidos, resultando numa continuidade de torque no mesmo sentido do anterior.   
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Desta forma, o rotor entra em movimento rotacional. Se a tensão é invertida, 

o sistema gira no sentido inverso. Quanto maior a tensão, maior a velocidade 

resultante no rotor. (SISTEMAS ELETROMECÂNICOS...,). 

 

Figura 2. 16 - Motor de CC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: SISTEMAS ELETROMECÂNICOS... 

 

Ao representar esquematicamente a parte elétrica do motor, devemos levar 

em conta a tensão de entrada e a bobina. Note que uma bobina terá uma resistência 

(R) e uma indutância (L), assim como, uma força contra-eletromotriz (e) proporcional 

a velocidade do rotor. O torque (T) gerado é devido à força que por sua vez depende 

do fluxo magnético e da corrente (i). Como o fluxo magnético é constante (gerado 

pelos ímas), podemos relacionar o torque gerado pelo motor como proporcional a 

corrente. Se considerarmos o torque elétrico transformado totalmente em mecânico, 

modelamos o sistema mecânico como um sistema rotacional já visto anteriormente.  

Na Figura 2.17 temos a representação esquemática do motor de corrente contínua 

com ímas permanentes. 
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Figura 2. 17 - Representação esquemática do motor de CC. 

 
Fonte: SISTEMAS ELETROMECÂNICOS... 

 

R  = resistência da armadura; 

L  = indutância da armadura; 

( )
a

e t  = tensão de alimentação do motor; 

e  = força contra-eletromotriz; 

( )I t = corrente da armadura; 

( )T t = torque gerado ao motor; 

( )tθ = posição angular do eixo do motor (rotor); 

I  = momento de inércia do rotor; 

b  = coeficiente de atrito viscoso dos mancais do rotor.  
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3 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 
 

3.1 MOTIVAÇÃO  
 

A presente dissertação foi baseada nos artigos de Fosdick, 1998, v. 35 e 

Fosdick, 1998, v. 65, conforme mencionado anteriormente na introdução.  

Fosdick investigou a redução das vibrações de um oscilador linear sujeita a 

uma excitação harmônica (ideal), usando o dispositivo de absorvedor dinâmico 

viscoelástico de vibração (ADVM) para um intervalo de temperatura limitada do 

material viscoelástico, especialmente quando o sistema principal tem uma frequência 

de ressonância fixa.  

Ele estudou o movimento de um oscilador com um grau de liberdade com 

uma massa m conectada a uma força F(t) e uma força de restauração devido à ação 

de um absorvedor dinâmico viscoelástico (ADVM). Eventualmente ele supôs que o 

movimento e todas as forças são uniaxiais e também que o ADVM tem uma massa 

relativamente pequena em relação a m. 

 

3.2 SISTEMAS PÓRTICO PLANO E MOTOR 
 

Figura 3. 1 - Sistema Pórtico/Motor. 

 
Fonte: Adaptado, FELIX, 2009. 

 

O pórtico plano, Figura 3.1, consiste de duas vigas verticais flexíveis 

acopladas a uma viga horizontal bem rígida de massa 1m . O movimento deste 

pórtico está dirigido somente na direção transversal e definida pelo deslocamento 1x  

através da excitação de um motor externo via mola elástica k1 e uma manivela de 

raio r. O motor de corrente contínua é controlado por uma fonte de energia de 
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potência limitada com deslocamento angular ϕ  e de velocidade angular ϕɺ , de 

momento de inércia I. Que segundo Felix (2012), possui a equação característica 

igual a: 

 

2 1( ) ( )L ϕ ν ν ϕ= −ɺ ɺ           (3.1) 

 

onde 1ν está relacionada com a tensão aplicada através da armadura do motor de 

corrente continua e 2ν é uma constante inerente do modelo de motor de corrente 

continua considerado. 

 

3.3 SISTEMAS DO PÓRTICO PLANO/MOTOR E ADVM 
 

Aqui apresenta-se o sistema completo, que seriam o motor de corrente 

contínua, a massa da viga e a massa acoplada ao ADVM. Onde o controlador 

consiste de uma massa m2 acoplada a uma barra viscoelástica com memória de 

elasticidade ke e seu movimento se dá na direção horizontal de x2, como mostra a 

Figura 3.2. O material viscoelástico utilizado se trata de um material inteligente, que 

têm sua geometria e/ou suas propriedades físicas variadas de forma controlada, 

mediante a variação das condições do ambiente onde se encontra.  

 
Figura 3. 2 - Sistema Não Ideal (Pórtico/Motor) e ADVM. 

 
Fonte: FELIX, 2009. 
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Neste caso utiliza-se um tipo de viscoelástico com memória fortemente 

influenciada pela temperatura sobre sua frequência de funcionamento que substitui 

um sistema convencional de mola e amortecedor viscoso. O que pode ser verificado 

com mais detalhes na Figura 3.3. 

 

Figura 3. 3 - Absorvedor Dinâmico Viscoelástico com Memória (ADVM). 

 

 

Fonte: Adaptado, FOSDICK, 1998. 

 

O enfoque deste trabalho está na força restauradora devido à ação do 

ADVM com aplicação de temperatura constante e definida da seguinte forma 

(FOSDICK, 1998). 

 
2 2

0
0 02

0

( ) ( )
exp cos

( ) ( ) ( )
e

G s x t s x t
mL x k x ds F t

T T x tγ γ

∞   − −
= − + − + Ω 

 
∫ɺɺ            (3.2) 

 

Daí é introduzida o amortecimento dependente do tempo e da temperatura: 

 

2 2

2

0

( ) ( )
( ) exp

( ) ( )

s x t s x t
t ds

T x t
ζ

γ

∞   − −
= − 

 
∫         (3.3) 

 

onde x  é a deformação da barra viscoelástica; γ  é a função de relaxação 

dependente da temperatura, denotada pela fórmula de Williams-Landal-Ferry: 

 

( )

0( ) T
T e

ψγ γ=  , 1 0

2 0

( )
( )

c T T
T

c T T
ψ

−
=

+ −
      (3.4) 
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Onde c1 e c2 são constantes positivas do material e dependem da temperatura de 

referencia 0T . Para borrachas, a expressão é muito bem aproximada por: (FELIX, 

2012). 

 

8.86( )
( )

101.6

s

s

T T
T

T T
ψ

− −
=

+ −
,     (3.5) 

 

Onde Ts é uma temperatura de referencia dependente do material que normalmente 

se encontra sobre -223.14998°C acima da temperatura de transição em vítrea, e 

portanto, encontra-se aproximadamente em uma faixa entre -73.14998°C e 26.85°C. 

A seguir apresentam-se as equações que governam o sistema ideal/não 

ideal e ADVM. 

 

3.4 EQUAÇÃO DE MOVIMENTO QUE GOVERNAM O SISTEMA COMPLETO 
  

Assim, apresentam-se as equações que governam o sistema da figura 3.2, 

sendo a equação de movimento do motor similar a (Kononenko, 1969) de 

deslocamento angular ϕ , a equação de movimento do pórtico de deslocamento 1x  e 

a equação de movimento do ADVM com deslocamento 2x  e do amortecimento 

dependente da temperatura ς : 

0
1 1 1 1 1 1 2 1

1

0
2 2 2 1

2 1

0

sin ( ) ( )
( )

( ) ( sin ) cos

( ) ( )
( )

1 ( )
( ) ( ) 2 ( )

( )

r e

r

e

G
m x c x k x k r k x x t

T

I L k r x r

G
m x k x x t

T

t
t t x x

T L

ϕ ζ
γ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ζ
γ

γ
ζ ζ

γ

+ + = + − −

= + −

= − +

= − − −

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ ɺ

     (3.6) 

 

onde: 

( )Tγ = função da temperatura em relação ao tempo; 

0L  = comprimento inicial da barra viscoelástica; 
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0G  = módulo de relaxamento positivo; 

ϕɺɺ= aceleração angular; 

E a simbologia apresentada nas equações anteriores,  e  

representam a primeira e a segunda derivada em relação ao tempo t , 

respectivamente. Na equação (3.6), as duas primeiras equações representam as 

equações de movimento do sistema pórtico e motor, enquanto as duas últimas 

representam as equações de movimento do ADVM. 

Note que se considerarmos ϕ ω=ɺ , neste caso a velocidade angular do motor 

seria constante e comportaria como um excitador harmônico, portanto o sistema 

seria SI. Se considerarmos ( ) 0tζ =ɺ , neste caso o amortecimento seria constante e 

resulta um amortecedor de massa sintonizada (AMS) sem memória. 

Com o objetivo de analisar o desenvolvimento do sistema (3.6), é 

conveniente que os parâmetros e variáveis sejam adimensionais. Admitindo o tempo 

adimensional 0tτ ω= , onde 0 1 1/k mω =  é a frequência natural da estrutura. Definindo 

os seguintes parâmetros adimensionais: 1

1 0

c

m
µ

ω
= , 1

1 0

r
k r

k L
η = , 1 0

2

1

r
k m rL

Ik
η = , 

1
3

12

r
k m r

lk
η = , 1

2

0

a
I

ν

ω
= , 2

0

b
I

ν

ω
= , 0

1 0

G

k L
λ = , 

1

e
k

k
δ =  e 1

2

m

m
α = . E utilizando as novas 

variáveis adimensionais: 1
1

0

x
u

L
= , 2

2

0

x
u

L
= , 3u

ζ

γ
= . Define-se 0ρ γω=  , como o 

parâmetro de variação de temperatura do ADVM.  

 

Equação (3.6) resulta um sistema de equações adimensionais: 

1 1 1 1 2 1 3

2 1 3

2 2 1 3

3 3 2 1

sin ( )

cos sin 2

( )

1
2( )

u u u u u u

a b u

u u u u

u u u u

µ η ϕ δ λ

ϕ ϕ η ϕ η ϕ

αδ αλ

ρ

′′ ′+ + = + − −

′′ ′= − + −

′′ = − − +

′ ′ ′= − − −

 (3.7) 
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A simbologia apresentada nas equações anteriores ( )′  e ( )′′ , representam a 

primeira e a segunda derivada em relação ao tempo adimensional τ , 

respectivamente. 

Agora, assumindo que 1 1y u= , 2 1y u′= , 3y ϕ= , 4y ϕ′= , 5 2y u= , 6 2y u′=  e 

7 3y u= , o sistema (3.7) transforma-se em um sistema de primeira ordem nas 

variáveis de estado: 

1 2

2 2 1 1 3 5 1 7

3 4

4 4 2 1 3 3 3

5 6

6 5 1 7

7 7 6 2

sin ( )

cos sin 2

( )

1
2( )

y y

y y y y y y y

y y

y a by y y y

y y

y y y y

y y y y

µ η δ λ

η η

αδ αλ

ρ

′ =

′ = − − + + − −

′ =

′ = − + −

′ =

′ = − − +

′ = − − −

       (3.8) 

 

Para um sistema ideal (SI) com ADVM considera-se que a velocidade 

angular do motor seja constante, nesse caso ϕ ω=ɺ . Por conseguinte, não se 

considera a equação do motor da equação (3.6), resultando a seguinte forma: 

0
1 1 1 1 1 1 2 1

0
2 2 2 1

2 1

0

sin( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 ( )
( ) ( ) 2 ( )

( )

r e

e

G
m x c x k x k r t k x x t

T

G
m x k x x t

T

t
t t x x

T L

ω ζ
γ

ζ
γ

γ
ζ ζ

γ

+ + = + − −

= − − +

= − − −

ɺɺ ɺ

ɺɺ

ɺ

  (3.9) 

 

Utilizando os mesmos parâmetros adimensionais apresentados 

anteriormente, convenientes para este sistema, o sistema de equações 3.9 

transforma-se em:  
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1 1 1 1 2 1 3

2 2 1 3

3 3 2 1

sin( ) ( )

( )

1
2( )

u u u u u u

u u u u

u u u u

µ η τ δ λ

αδ αλ

ρ

′′ ′+ + = Ω + − −

′′ = − +

′ ′ ′= − − −

 (3.10) 

Onde: 1

1 0

c

m
µ

ω
= ; 1

1 0

r
k r

k L
η = ; 0

1 0

G

k L
λ = ; 

1

e
k

k
δ = ; 1

2

m

m
α = ; 

0

ω

ω
Ω = ; 1

1

0

x
u

L
= ; 2

2

0

x
u

L
= ; 

3u
ζ

γ
= ; e ainda 0ρ γω= . 

 

Agora, considerando que: 1 1y u= ; 2 1y u′= ; 3 2y u= ; 4 2y u′= ; 5 3y u= ; 6y τ= Ω , obtém-

se o sistema de primeira ordem para as simulações numéricas: 

1 2

2 2 1 1 6 3 1 5

3 4

4 3 1 5

5 5 4 2

6

sin ( )

( )

1
2( )

y y

y y y y y y y

y y

y y y y

y y y y

y

µ η δ λ

αδ αλ

ρ

′ =

′ = − − + + − −

′ =

′ = − +

′ = − − −

′ = Ω

              (3.11) 
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3.5 SISTEMA PÓRTICO PLANO/MOTOR E AMORTECEDOR DE MASSA SINTONIZADO – AMS 

 

Para comparar a efetividade do ADVM com um Amortecedor de Massa 

Sintonizado (AMS) neste caso este sistema consiste de um amortecimento 

constante ou que não depende da temperatura e o tempo. A seguir o modelo do 

AMS posicionado no topo do sistema pórtico-motor mostrado na figura 3.4. 

 

Figura 3. 4 - Modelo de um Amortecedor de Massa Sintonizado. 

 
Fonte: FELIX, 2009. 

 

O crescente progresso das técnicas de análise e dimensionamento 

estruturais, e os constantes avanços nas áreas de materiais e técnicas construtivas, 

têm possibilitado o projeto de estruturas cada vez mais altas e esbeltas e, portanto, 

mais flexíveis. Essas estruturas são vulneráveis à ocorrência de vibrações 

excessivas causadas por carregamentos dinâmicos, tais como, terremotos, ventos, 

ondas, tráfego intenso, ocupação humana, entre outros. 

Segundo Ávila (apud Alberto Leon, 2007 p. 22), uma alternativa para 

minimizar estas vibrações, amplamente estudada nas últimas décadas, é o controle 

estrutural. O controle estrutural, basicamente, promove uma alteração nas 

propriedades de rigidez e amortecimento da estrutura, seja pela adição de 

dispositivos externos, seja ela ação de forças externas. 

Apresenta-se aqui uma modelagem de uma estrutura linear conforme a 

estudada no sistema anterior só que agora acoplada a um AMS, ou seja, que não 
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sofre a influência da variação da temperatura e o amortecimento não depende mais 

do tempo. O AMS é composto por um sistema massa-mola-amortecedor e é um dos 

mais antigos dispositivos utilizados para controle estrutural existente.  

O funcionamento do AMS consiste em sintonizar o dispositivo numa 

freqüência próxima a freqüência natural do sistema, fazendo com que o dispositivo 

entre em ressonância, vibrando fora de fase e com isso transferindo a energia de 

vibração. 

Conforme mostra Figura 3.4 o controlador (AMS) consiste de uma massa 2m  

acoplada a uma mola com amortecimento viscoso e seu movimento se dá na direção 

horizontal de 2x , conforme o modelo do ADVM. Esse controlador está no topo do 

pórtico de massa 1m , que está ligado por uma constante elástica 1k  a um motor de 

corrente contínua, que gira a uma velocidade angular ϕ . 

Apresenta-se as equações que representam o sistema da Figura 3.4, 

amortecedor de massa sintonizado (AMS) com fonte não ideal. 

 

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

1 1

2 2 2 1 2 1

sin ( ) ( )

( ) ( sin )cos

( ) ( )

e e

e e

m x c x k x k r k x x c x x

I L k r x r

m x k x x c x x

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + = + − − −

= + −

= − − − −

ɺɺ ɺ ɺ ɺ

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ ɺ

 (3.12) 

As equações mostradas na equação (3.12) representam as equações de 

movimento do sistema não ideal ( 1x , ϕ ) acoplado a um absorvedor dinâmico de 

vibrações clássico ( 2x ). Note que a simbologia  e  representam a primeira 

e a segunda derivada em relação ao tempo, respectivamente. 

Observe que no lugar da barra Viscoelástica tem-se um sistema de redução 

de vibrações simples, com uma nova mola de rigidez ke e um amortecedor viscoso 

com coeficiente ce, em que nenhum sofre influência da variação de temperatura e 

não dependem do tempo. 

Agora, introduziu-se o tempo adimensional τ definido por 0tτ ω= , onde 

1
0

1

k

m
ω = , é a frequência natural da estrutura. São definidos os parâmetros 
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adimensionais: 1
1

1 0

c

m
µ

ω
= , 1

2

m

m
α = , 1

1

k

k
δ = , 

1

e
k

k
δ = , 2

1 0

e
c

m
µ

ω
= , 3

2 0

e
c

m
µ

ω
= , 

2

1

2

0

k r

I
σ

ω
= , 

2

1
1 2

02

k r

I
σ

ω
= ,  

 1

2

0

a
I

ν

ω
= , 2

0

b
I

ν

ω
=  e ainda 1

1

x
V

r
=  e 2

2

x
V

r
= . E assim, as equações adimensionais 

que regem o sistema são: 

 

1 1 1 1 1 2 1 2 2 1

1 1

2 2 1 3 2 1

sin ( ) ( )

cos sin2

( ) ( )

V V V V V V V

a b V

V V V V V

µ δ ϕ δ µ

ϕ ϕ σ ϕ σ ϕ

αδ µ

′′′ ′ ′+ + = + − − −

′′ ′= − + −

′′ ′ ′= − − − −

 (3.13) 

 

Observe que não usou-se mais o comprimento de referência 0L , e sim o raio 

da manivela r. E as simbologias ( )′  e ( )′′ , representam, respectivamente, a primeira 

e a segunda derivada em relação ao tempo adimensional τ . 

Agora, consideram-se as mudanças de variáveis de 

estado: 1 1,y V= 2 1 ,y V ′= 3 ,y ϕ=  

4 ,y ϕ′= 5 2y V=  e 6 2y V ′= e finalmente, obtém-se o sistema de equações de primeira 

ordem que descrevem um sistema não ideal, acoplado a um Amortecedor de Massa 

Sintonizado (AMS). 

 

1 2

2 1 2 1 1 3 5 1 2 6 2

3 4

4 4 1 3 1 3

5 6

6 5 1 3 6 2

sin ( ) ( )

cos sin 2

( ) ( )

y y

y y y y y y y y

y y

y a by y y y

y y

y y y y y

µ δ δ µ

σ σ

αδ µ

′ =

′ = − − + + − − −

′ =

′ = − + −

′ =

′ = − − − −

 (3.14) 
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Para um sistema ideal (SI) acoplado a um AMS considera-se que a 

velocidade angular do motor seja constante, nesse caso ϕ ω=ɺ . E então não se 

considera a equação do motor da equação (3.10), resultando da seguinte forma. 

Mas salienta-se que para as simulações de um AMS não foi utilizado às equações 

para um sistema ideal, e estas constam aqui apenas como esclarecimento. 

 

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

e e

e e

m x c x k x k rsen k x x c x x

m x k x x c x x

ϕ+ + = + − − −

= − − − −

ɺɺ ɺ ɺ ɺ

ɺɺ ɺ ɺ

 (3.15) 

 

Utilizando analogamente os mesmos parâmetros adimensionais 

apresentados anteriormente, convenientes para o sistema tem-se: 

 

1 1 1 1 1 2 1 2 2 1

2 2 1 3 2 1

sin ( ) ( )

( ) ( )

V V V V V V V

V V V V V

µ δ ϕ δ µ

αδ µ

′′ ′ ′ ′+ + = + − − −

′′ ′ ′= − − − −
 (3.16) 

onde: 1

1 0

c

m
µ

ω
= , 1

2

m

m
α = , 1

1

k

k
δ = , 

1

e
k

k
δ = , 2

1 0

e
c

m
µ

ω
= , 3

2 0

e
c

m
µ

ω
= , 

0

ω

ω
Ω =  e ainda  

1
1

x
V

r
=  e 2

2

x
V

r
= . Considerando a seguinte mudança de variáveis: 

1 1,y V= 2 1 ,y V ′= 3 2 ,y V= 4 2 ,y V ′= 5y τ= Ω , obtem-se as equações que regem o 

sistema ideal acoplado ao Amortecedor de Massa Sintonizado. 

 

1 2

2 1 2 1 1 5 3 1 2 4 2

3 4

4 3 1 3 4 2

5

sin ( ) ( )

( ) ( )

y y

y y y y y y y y

y y

y y y y y

y

µ δ δ µ

αδ µ

′ =

′ = − − + + − − −

′ =

′ = − − − −

′ = Ω

             (3.17) 
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS 
 

Aqui, apresentam-se os resultados numéricos encontrados através das 

simulações numéricas, para o sistema ideal (SI) e Sistema Não Ideal (SNI) utilizando 

o ADVM, ou seja, com a aplicação do material inteligente dependente da 

temperatura. Para as simulações numéricas dos sistemas de equações anteriores 

usou-se o integrador ODE23 do MATLAB® em base do algoritmo de Runge-kutta de 

quarta ordem com passo variável. Para as simulações numéricas foram escolhidos 

os valores dos parâmetros apresentados na Tabela 1 para o SI, e na Tabela 2 para 

o SNI, enquanto as condições iniciais são de valores iguais a zero.  

Os valores dos parâmetros escolhidos para a Tabela 1 foram similares aos 

valores realizados por Fosdick em seu trabalho e os valores dos parâmetros 

escolhidos para a Tabela 2 foram baseados em trabalhos já desenvolvidos 

anteriormente. 

 

Tabela 1. Valores dos parâmetros adimensionais do ADVM-SI. 
 

1η  µ  δ  α  λ  ρ  

0.3 0.01 0.1 8 0.3 0.05 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
 

Tabela 2. Valores dos parâmetros adimensionais do sistema ADVM-SNI. 
 

1η  2η  3η  µ  b  δ  α  λ  ρ  

0.3 0.4 0.2 0.01 1.5 0.1 8 0.3 0.1 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Note que na Tabela 2 não está presente os valores para o parâmetro a, pois 

este parâmetro é considerado como parâmetro de controle e refere-se à tensão 

aplicada à armadura do motor elétrico. 

 

4.1 COMPORTAMENTO DINÂMICO DO ADVM-SISTEMA IDEAL (SI) 
 

Nesta seção utilizam-se as curvas de ressonância, retrato de fase, série no 

domínio do tempo e FFT, para análise do sistema da equação (3.11). 
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Na figura (4.1) se define a curva de ressonância que mostra os traços dos 

pontos que são as amplitudes de oscilação do SI plano para movimento de regime 

permanente versus a frequência adimensional Ω da fonte de excitação ideal em 

torno da região de ressonância Ω=1. Os traços de cor preta correspondem às 

respostas do SI sem ADVM enquanto os traços de cor azul correspondem às 

respostas do SI com ADVM. 

 

Figura 4.1 - Curva de ressonância, Amplitudes versus frequência da excitação para 

ADVM- SI 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Utilizando uma faixa de frequência de 0.5 ≤ Ω ≤ 1.5 que correspondem a 

passagem pela região de ressonância, considerando um acréscimo na frequência de 

∆Ω = 0.01, ao longo de um intervalo de tempo adimensional de 0 ≤ τ ≤ 1000. Para os 

demais parâmetros adimensionais que representam o sistema foram considerados os 

valores apresentados na Tabela 1. Observa-se a partir da Figura 4.1, que a estrutura 

sem absorvedor, apresenta um pico que corresponde à amplitude maior de valor 

aproximado a 29.0606 (valor informado pelo MATLAB), na sua região de ressonância 

(Ω≈1). Quando acionamos o ADVM na estrutura, suas amplitudes são reduzidas 
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drasticamente. Além disso, observa-se que o ADVM, embora elimine a vibração na 

frequência aplicada conhecida ω, introduz duas novas frequências de ressonância Ω1 e 

Ω2 em torno da frequência da estrutura Ω, nas quais a amplitude do sistema apresenta 

um acréscimo. (RAO, 2008, 4ªed., p. 305-335). Estas duas novas frequências são 

apresentadas na Figura 4.2, onde estão indicadas pelas flechas. 

 

Figura 4.2 - Frequências de ressonância Ω1 e Ω2 introduzidas pelo ADVM. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Constata-se que um Absorvedor de Vibrações otimamente sintonizado, ou 

seja, mais eficiente é aquele cujas ordenadas dos pontos A e B, mostrados na 

Figura 4.2, são iguais. Segundo Rao (2008), essa condição exige que: 

1

1
f

ε
=

+
  (4.1) 
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Onde 
0

af
ω

ω
= , é a razão de frequências naturais, onde

a
ω é a frequência 

natural do absorvedor, definida por
2

e
a

k

m
ω = . 2

1

m

m
ε = , é a razão inversa das massas, 

ou seja, a massa do absorvedor dividida pela massa principal. 

A continuação pode-se comprovar através de ferramentas da dinâmica não 

linear (retrato de fase, séries no domínio do tempo e FFT) que neste SI e linear não 

há existência do Efeito Sommerfeld (Jump), bem como comportamento caótico, e, 

portanto apresenta um movimento periódico, que pode ser representado pelas 

Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 com valores para as freqüências Ω  de 0.78, 0.82, 

0.90, 0.93, 1.05 e 1.15, respectivamente, que são valores escolhidos para a análise, 

por serem próximos aos picos de amplitude A, B e o pico com menor amplitude 

(entre A e B), localizados com círculos na Figura 4.2. 

As figuras abaixo apresentam os retratos de fase da estrutura ideal com o 

absorvedor ativo, quando a frequência Ω  assume valores nos quais suas ordenadas 

apresentam picos (dois para cima e um para baixo), como mostrado na Figura 4.2 e, 

que também ajudam a verificar que o comportamento do sistema é não caótico, e, 

portanto periódico, a partir dos comportamentos aproximadamente cíclicos 

apresentados para todos os valores de Ω , mesmo com valores de amplitudes 

próximos a esses picos. 

Verifica-se nas figuras abaixo, as curvas aparecem de forma cíclica, mas 

não totalmente de forma fechada, isso ocorre justamente porque os resultados estão 

mostrando tanto a parte transiente quanto a parte permanente. Mas mesmo assim é 

possível verificar-se que o sistema tende para uma curva fechada e portanto de 

comportamento periódico. 
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Figura 4.3 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=0.78. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.4 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=0.82. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

 



68 

 

Figura 4.5 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=0.90.  

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

 

Figura 4.6 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=0.93. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.7 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=1.05. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

 

Figura 4.8 - Retratos de fase do sistema ADVM-SI para ômega=1.15. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Nas Figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14 tem-se as séries temporais 

correspondentes às mesmas frequências Ω  apresentadas nas Figuras anteriores 

(de 4.3 à 4.8), respectivamente. Logo as figuras abaixo ajudam a melhor visualizar, 

no domínio do tempo, que em valores próximos a Ω  = 0.8 e Ω  = 1.15, existe um 

aumento da amplitude de vibração, bem como em valores próximos a Ω  = 0.93, há 

uma redução da amplitude de vibração do sistema confirmando o comportamento 

que foi apresentado na Figura 4.2. 

Salienta-se aqui que para este caso também estão sendo apresentados a 

parte permanente e transiente.  

 

Figura 4.9 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 0.78. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.10 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 0.82. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.11 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 0.90. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.12 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 0.93. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.13 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 1.05. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.14 - Séries Temporais para o ADVM-SI ômega = 1.15. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Feitos os gráficos das séries temporais (histórico no tempo) e dos retratos de 

fase (plano de fase), usou-se a ferramenta FFT da dinâmica não linear para plotar as 

Figuras 4.15, 4.16, 4.17, 418, 4.19 e 4.20, para comprovar os resultados obtidos 

anteriormente nas figuras acima. Foram plotados os espectros de frequência para os 

mesmos valores de Ω  assumidos anteriormente para a obtenção das figuras dos 

retratos de fase (Figuras 4.3 à 4.8) e séries temporais (Figuras 4.9 à 414), 

respectivamente. 
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Figura 4.15 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 0.78. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.16 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 0.82. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.17 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 0.90. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.18 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 0.93. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.19 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 1.05. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.20 - FFTs  para o ADVM-SI ômega = 1.15. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Logo depois de feitas as comprovações através das ferramentas da 

dinâmica não linear, vamos analisar os resultados através da influência de cada 

parâmetro de controle. 

A Figura 4.21 mostra a influência do parâmetro adimensional ρ, que 

representa a temperatura, sobre as respostas da estrutura linear e ideal, já que o 

material Viscoelástico é sensível à variação de temperatura. Foram considerados 

quatro valores para o parâmetro ρ enquanto os outros parâmetros da Tabela 1 foram 

mantidos fixos. Observa-se que em comparação com o valor da temperatura ρ = 

0.05 já utilizado nas simulações anteriores, ou seja, para ρ ≥ 10, o ADVM perde 

totalmente sua efetividade sobre o sistema. 

 

Figura 4.21 - Influência do parâmetro ρ na amplitude de vibração do ADVM-SI. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

A Figura 4.22 mostra a influência do parâmetro α, que denota a relação das 

massas (a massa da estrutura ou massa principal m1 sobre a massa do ADV m2) 
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sobre o SI. Para a análise do comportamento do sistema desta influência foram 

construídas as curvas das amplitudes de vibração da estrutura versus a frequência 

para quatro valores de α, mantendo os outros parâmetros fixos mostrados na Tabela 

1. 

Note a partir da figura 4.22, que para α = 8, o absorvedor tem sua máxima 

eficiência, mostrando que o valor mostrado na tabela 1, é o valor testado, mais 

adequado, para este sistema. 

 

Figura 4.22 - Influência do parâmetro α no sistema Linear e Ideal 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

A Figura 4.23 apresenta a influência do parâmetro δ sobre o SI. O parâmetro 

adimensional δ representa a relação entre a rigidez da barra viscoelástica sobre a 

rigidez da mola auxiliar (que liga a estrutura à base fixa). Foram realizadas as 

simulações numéricas para quatro valores de δ , mantendo os outros parâmetros 

adimensionais fixos da Tabela 1. 
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A Figura 4.23 mostra que para valores de 0.5δ ≥ , o ADVM perde sua 

efetividade, e ressalta que fizemos a escolha adequada ao atribuirmos o valor de 

0.1δ ≥ , como foi apresentado na Tabela 1; este valor indica o melhor desempenho 

do ADVM sobre o sistema. 

 

Figura 4.23 - Influência do parâmetro δ no sistema Linear e Ideal 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

4.2 COMPORTAMENTO DINÂMICO DO SISTEMA ADVM-SNI 
 

Nesta seção utilizam-se as curvas de ressonância para análise do SNI. 

Portanto, usa-se o sistema completo de equações diferenciais (3.8). 

Agora, além de analisar a estrutura, também foi analisada a resposta da 

fonte de excitação, ou seja, do motor, logo serão plotadas, além das respostas da 

estrutura, as respostas do motor de corrente contínua de potência limitada. Vamos 

considerar o parâmetro adimensional a que denota a tensão aplicada ao motor, 

como sendo o parâmetro de controle do sistema. 

Na Figura 4.24 mostra o desenvolvimento do sistema na passagem de 

ressonância ( 1ϕ ′ ≈ ) através das amplitudes de oscilação da estrutura e da 
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velocidade angular do motor versus o parâmetro de controle na faixa de 1.2 ≤ a ≤ 3.4 

com um acréscimo de ∆a=0.05 ao longo do intervalo de tempo adimensional 0 ≤ τ ≤ 

1000 no movimento regime permanente. Para os demais parâmetros adimensionais 

envolvidos na modelagem do sistema, foram utilizados os valores apresentados na 

Tabela 2. 

No caso sem ADVM, a Figura 4.24 mostra o desenvolvimento de movimento 

da estrutura com grandes amplitudes de oscilação e com fenômeno de salto (“jump”) 

enquanto a velocidade angular apresenta grandes amplitudes de oscilação devido a 

influência de oscilação da estrutura e sendo capturada na região de ressonância (na 

faixa de tensão 1.4 ≤ a ≤ 2.7) até conseguir sair dessa região de ressonância através 

de um salto, ver Figura 4.25. Depois desse salto acontecem movimentos de maneira 

estável tanto para estrutura como para o motor na faixa 2.7 ≤ a ≤ 3.4 (fenômeno de 

Sommerfeld). No caso com ADVM, a redução das amplitudes da estrutura foi 

predominante enquanto a velocidade angular do motor consegue passar 

rapidamente sem ser capturada na região de ressonância, além disso, o fenômeno 

de salto foi eliminada para ambos, como podem ver nas Figura 4.24 e 4.25, 

respectivamente. 

 

Figura 4.24 - Respostas com ADVM ativo, em azul, e sem o absorvedor ADVM, em 

preto para: Pórtico Plano. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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Figura 4.25 - Respostas com ADVM ativo, em azul, e sem o absorvedor ADVM, em 

preto para: Motor Não Ideal.  

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

4.3 INFLUÊNCIA DOS PARÂMETROS NO SISTEMA NÃO IDEAL COM O ABSORVEDOR 

DINÂMICO VISCOELÁSTICO ADVM-SNI 

 

As figuras 4.26 e 4.27 mostram a influência da temperatura na amplitude de 

vibração do sistema linear e da fonte de excitação não ideal, respectivamente, para 

quatro diferentes valores de ρ, considerando o parâmetro de controle a = 2.5, 

mantendo os demais parâmetros adimensionais fixos, com os valores mostrados na 

Tabela 2. 

Elas mostram a efetividade do ADVM na redução da amplitude de vibração 

do sistema, e do efeito de Sommerfeld, para a escolha feita para o valor do 

parâmetro ρ mostrado na Tabela 2, que é de ρ = 0.1. Observe também que, já para 

ρ ≥ 10, o ADVM perde totalmente sua efetividade de funcionamento sobre o SNI. 
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Figura 4.26 - Influência do parâmetro ρ  na amplitude de vibração com ADVM: 

Pórtico Plano 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.27 - Influência do parâmetro ρ  na amplitude de vibração com ADVM: Motor 

Não Ideal.  

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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As figuras 4.28 e 4.29 mostram a influência do parâmetro α, que representa 

a relação das massas entre a estrutura principal e o ADVM, sobre o SNI, para quatro 

valores de α, mantendo os demais parâmetros adimensionais fixos, com os valores 

mostrados na Tabela 2. 

Observa-se a partir das Figuras 4.28 e 4.29, que para os valores de α 

simulados, ocorre uma redução na amplitude de vibração da estrutura e da 

velocidade angular da fonte não ideal, respectivamente, porém verifica-se que o 

sistema ainda apresenta um leve salto para valores de α ≠ 8 (que ainda é 

indesejado), e portanto sendo α = 8 o valor em que o ADVM apresenta seu melhor 

desempenho. 

 

Figura 4.28 - Influência do parâmetro α , com o ADVM ativo sobre: Pórtico Plano 

 

   
Fonte: Elaboração do autor.  
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Figura 4.29 - Influência do parâmetro α , com o ADVM ativo sobre: Motor Não Ideal. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

As figura 4.30 e 4.31 mostram a influência do parâmetro adimensional δ, que 

representa a relação entre a rigidez da barra viscoelástica e a rigidez da mola 

auxiliar (que liga a estrutura principal à base fixa), sobre a estrutura linear e não 

ideal, para quatro valores, mantendo os demais parâmetros adimensionais fixos, 

com os valores apresentados na Tabela 2. 

Fica evidente que para valores de δ ≤ 0.1, o ADVM reduz a amplitude de 

vibração do sistema, porém ainda existe um leve salto em sua oscilação (o que 

ainda é indesejado), por outro lado, quando δ assume valores de δ> 0.1, o ADVM 

perde totalmente sua eficiência mantendo o sistema com um comportamento que 

apresenta salto e Sommerfeld. Logo, quando se assume o valor de δ = 0.1, o ADVM 

apresenta seu melhor desempenho na redução das amplitudes de vibrações e no 

cancelamento do Efeito Sommerfeld e salto. 
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Figura 4.30 - Influência do Parâmetro adimensional δ  no SNI, com o ADVM ativo: 

Pórtico Plano 

 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

Figura 4.31 - Influência do Parâmetro adimensional δ  no SNI, com o ADVM ativo: 

Motor Não Ideal. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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4.4 COMPORTAMENTO DO AMS EM COMPARAÇÃO COM O ADVM 
 

Nesta seção utilizam-se, sistema de equações diferenciais (3.8) para o 

ADVM sistema não ideal e o sistema de equações (3.14) para o AMS sistema não 

ideal. 

Para a obtenção e realização das simulações numéricas do AMS SNI foram 

utilizados os valores dos parâmetros já utilizados (tabela 2) do ADVM SNI, e (tabela 

3), que segue abaixo, para o AMS SNI. 

 

Tabela 3. Valores apresentados para os parâmetros adimensionais para o 

AMS-SNI. 

 

δ  1µ  2µ  3µ  
σ  

1σ  b  
1δ  A  

0.1 0.01 0.1 1.0 0.3 0.2 1.5 0.3 8 

 

Fonte: Elaboração do autor. 

 

A Tabela 3 apresenta os valores assumidos para os parâmetros 

adimensionais que compõem as equações que regem o movimento dinâmico do 

sistema não ideal para o Amortecedor de Massa Sintonizado. Os valores destes 

parâmetros foram simplesmente considerados para uma comparação, ou seja, não 

foram feitas avaliações e simulações prévias para determiná-los, como foi feito 

anteriormente para os valores do sistema acoplado a um Absorvedor Dinâmico 

Viscoelástico linear (Tabela 2). 

As figuras 4.32 e 4.33 apresentam a comparação entre as funcionalidades 

de Absorvedor Dinâmico Viscoelástico (Figura 4.32 e 4.33, em azul) e um 

Amortecedor de Massa Sintonizado (Figura 4.31 e 4.32, em vermelho), tanto na 

estrutura linear (Figura 4.32), tanto na fonte de excitação não ideal (Figura 4.33). 

Onde os pontilhados em azul e vermelho mostram as regiões de máxima mínima 

amplitudes de oscilação. 

Para tanto, foram utilizados os valores para os parâmetros adimensionais 

demonstrados nas tabelas 2 e 3, para o sistema não ideal com Absorvedor Dinâmico 

Viscoelástico e para o sistema com Amortecedor de Massa Sintonizado, 

respectivamente, uma faixa de parâmetro de controle (tensão aplicada à fonte não 
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ideal) de 1.2 ≤ a ≤ 3.4, com um acréscimo de ∆a =0.05, e um intervalo de tempo 

adimensional de 0 ≤ τ ≤ 1000.  

Observe a partir das Figuras 4.32 e 4.33, que como em ambos os casos o 

sistema não ideal está tendo sua vibração absorvida pelo dispositivo absorvedor, 

ambos têm suas amplitudes de vibração reduzidas, tanto na estrutura quanto na 

fonte de excitação, porem fica evidente que o sistema acoplado ao dispositivo 

Amortecedor de Massa Sintonizado, ainda apresenta um leve salto, tanto na 

estrutura (Figura 4.32, em vermelho), quanto na fonte de energia (Figura 4.33, em 

vermelho), o que não é verificado com o sistema acoplado ao dispositivo Absorvedor 

Dinâmico Viscoelástico (Figura 4.32 e 4.33, em azul). Além, disso o Absorvedor 

Dinâmico Viscoelástico ainda apresenta uma maior eficiência na redução das 

amplitudes de vibração da estrutura. 

 

Figura 4.32 - Comparação entre um ADVM e um AMS, para um sistema linear e não 

ideal: Pórtico Plano. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 

 

 

 



88 

 

 

Figura 4.33 - Comparação entre um ADVM e um AMS, para um sistema linear e não 

ideal: Motor Não Ideal. 

 
Fonte: Elaboração do autor. 
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CONCLUSÕES 
 

Esta dissertação abordou o estudo da dinâmica e o controle das vibrações 

em uma estrutura tipo pórtico plano, excitado por uma fonte de energia não ideal e 

as principais conclusões e contribuições da mesma estariam espalhadas ao longo do 

trabalho, nesse caso alguns comentários importantes serão destacados neste 

capítulo. 

Trabalhos teóricos, na atualidade, sobre o ADVM com enfoque realizado nos 

trabalhos de Fodisk são poucas ou não disponíveis na literatura. Por este motivo se 

deu a iniciativa de dar continuidade ao estudo do uso e da efetividade deste 

dispositivo de controle de vibrações aplicado nas respostas dinâmicas de pórticos 

planos com um excitador dinâmico de potencia limitado cujo modelo foi extraído do 

livro de Kononenko (1969).  

Foi proposto então o uso do ADVM de amortecimento sensível à variação de 

temperatura, com a finalidade de promover a redução nas amplitudes de vibração, 

da captura da região de ressonância, bem como o efeito Sommerfeld, e ainda evitar 

que o sistema apresente um comportamento caótico, através de simulações 

numéricas, considerando dois tipos de sistemas, um SI e SNI. 

As simulações numéricas foram efetuadas com auxílio do software 

MATLAB®, onde este demonstrou que o ADVM é eficaz em seu propósito de 

funcionamento. Todavia, as simulações foram efetuadas considerando um sistema 

físico teórico, e, portanto matematicamente, o ADVM atinge com êxito os objetivos 

esperados, mas na prática da engenharia, talvez devêssemos considerar valores 

diferentes para os parâmetros adimensionais, parâmetros estes que devem ainda 

ser estudados mais profundamente futuramente, na busca de uma melhor do 

desempenho do ADVM. Podemos citar, por exemplo, o parâmetro adimensional α, 

que denota a relação entre as massas da estrutura principal e do Absorvedor, que 

ao atribuirmos um valor para este parâmetro, matematicamente, o Absorvedor 

poderá atender os objetivos propostos, mas na prática esta relação de massas pode 

ser inviável para a engenharia. Talvez este fato seja a grande desvantagem de 

simulações com sistemas físicos teóricos, para engenharia mecânica. Apesar deste 

tipo de simulação computacional ser uma forma bastante utilizada e apresentar 

resultados próximos aos esperados na prática. 
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Pode-se, também, notar a eficácia do ADVM quando o mesmo foi 

comparado com um AMS, pois neste caso o ADVM conseguiu absorver as vibrações 

e reduziu as amplitudes do sistema em questão. E então pode-se novamente 

verificar a eficácia do ADVM para o controle de vibrações, pois, onde aplica-se o uso 

do controlador verifica-se com clareza que as amplitudes de vibração são 

drasticamente reduzidas bem como as vibrações no sistema também diminuem. 

 

SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 
 

O sistema ADVM/Pórtico Plano/Motor estudado nesta dissertação poderá dar 

continuidade as pesquisas ou trabalhos futuros a serem desenvolvidos. 

• Comparar ADVM com outros tipos de amortecedores passivos ou 

ativos; 

• Desenvolvimento de um modelo de um pórtico plano com dois andares 

equipado com motor elétrico de potência limitada e o ADVM, onde pelo qual já 

temos algumas simulações e precisa-se apenas verificar os parâmetros de 

controle, pois estes ainda estão em estudo por não apresentarem o resultado 

esperado; 
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APÊNDICES 
 

Nas páginas a seguir segue em anexo o trabalho apresentado no VII 

Congresso Nacional de Engenharia Mecânica (CONEM2012), intitulado como: 

CHAOTIC SUPPRESION OF NON-IDEAL PORTAL FRAME (NPF) USING A 

VISCOELASTIC DYNAMIC VIBRATION ABSORBER (VDVA). Este trabalho teve 

também, como base o artigo de Fosdick. O Congresso foi realizado em São Luis do 

Maranhão na qual o trabalho foi apresentado de forma oral. 
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