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RESUMO 

Elementos de placas são comumente utilizados em estruturas de engenharia nas suas 

mais diversas vertentes, especialmente na engenharia aeronáutica e naval com destaque para as 

construções de cascos de navios e estruturas offshore. Por se tratarem de estruturas esbeltas 

sujeitas a compressão no plano, essas estão sujeitas à flambagem elástica, um fenômeno inde-

sejado de instabilidade estrutural. É sabido que a flambagem elástica não determina a falha das 

placas, pois estas possuem comportamento atípico. Assim sendo, com o incremento do carre-

gamento externo se obtêm a tensão última da flambagem elasto-plástica. Ademais, frequente-

mente estas estruturas apresentam inserção de perfurações, seja para possibilitar montagens, 

atenuar o peso estrutural ou por fins estéticos. Nesse cenário, se torna necessário o estudo da 

influência dessas perfurações nos elementos de placa. Portanto, neste trabalho, foi analisada a 

influência de perfurações oblongas longitudinais e centralizadas no comportamento de placas 

simplesmente apoiadas submetidas a flambagem elasto-plástica por compressão biaxial. Para a 

geometria da placa foi adotada relação 𝑏/𝑎 = 0,5, em que 𝑏 corresponde a largura e 𝑎 o com-

primento. As perfurações oblongas propostas foram variadas com base nas seguintes variações 

de frações volumétricas: 𝜙 = 0,10; 0,15; 0,20; onde 𝜙 é a razão de volume da placa e o volume 

da perfuração. Na determinação e análise da carga última de flambagem elasto-plástica, foi 

adotado o Método de Elementos Finitos (MEF) aplicado ao elemento de casca SHELL281 pelo 

software comercial ANSYS® em associação aos métodos Design Construtal (DC) e Busca 

Exaustiva, assim obtiveram-se as geometrias ótimas de melhor comportamento mecânico. A 

placa de 𝜙 = 0,10 com razão de aspecto 𝑏0/𝑎0 = 0,2300 obteve a melhor Tensão Última Nor-

malizada (NUS) entre todas frações volumétricas. Notou-se maior possiblidade de melhoria, de 

29,21%, pela variação de 𝑏0/𝑎0 para as placas de 𝜙 = 0,20. Ademais, foi observado que existe 

tendência entre as geometrias que conduzem melhor performance a serem alongadas na direção 

X. Foi constatada a redução da resistência mecânica das placas decorrente da presença das per-

furações. 

 

 

Palavras-chaves: Placa fina, flambagem elasto-plástica biaxial, Método dos Elementos 

Finitos, Design Construtal 

 

 

 



 

 

ABSTRACT 

Plate elements are commonly used in engineering structures in their most diverse as-

pects, especially in aeronautical and naval engineering, with emphasis on the construction of 

ship hulls and offshore structures. As they are slender structural structures with compression in 

the plane, they are related to elastic buckling, an unwanted phenomenon of structural instability. 

It is known that an elastic buckling does not cause a failure of the plates, as they have atypical 

behavior. Therefore, with the increase in external loading, the ultimate tension of the elasto-

plastic buckling is obtained. In addition, these structures often feature perforations, either to 

enable assembly, to mitigate structural weight or for aesthetic purposes. In this scenario, it is 

necessary to study the impact of these perforations on the plate elements. Therefore, in this 

work, the influence of longitudinal and centralized oblong perforations on the behavior of 

simply supported plates subjected to elasto-plastic buckling by biaxial compression will be an-

alyzed. For the geometry of the plate, a ratio 𝑏/𝑎 = 0.5 was adopted, where b corresponds to 

width and length. The proposed oblong perforations were varied based on the following trends 

in volumetric fractions: ϕ = 0.10; 0.15; 0.20; where ϕ is the ratio of the volume of the plate and 

the volume of the perforation. In determining and analyzing the ultimate load of elasto-plastic 

buckling, the Finite Element Method (FEM) was adopted, designed to the shell element 

SHELL281 by the commercial software ANSYS® in association with the Design Construtal 

(DC) and Exhaustive Search methods, thus obtaining optimum geometries with better mechan-

ical behavior. The plate of ϕ = 0.10 with aspect ratio 𝑏0/𝑎0= 0.2300 obtained the best Normal-

ized Ultimate Stress (NUS) among all volumetric fractions. There was a greater possibility of 

improvement, of 29.21%, due to the variation of 𝑏0/𝑎0for the plates of ϕ = 0.20. In addition, it 

was observed that there is a trend between the geometries that lead to better performance to be 

stretched in the X direction. It was found a reduction in the mechanical resistance of the plates 

due to the presence of perforations. 

 

 

Keywords: Thin plates, biaxial elastoplastic buckling, Finite Element Method, Con-

structal Design 
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1 INTRODUÇÃO 

Na engenharia, elementos de placas de aço são comumente utilizados nas mais diversas 

estruturas como plataformas offshore, casco de navios, vigas de chapa, pontes de vigas de caixa 

e fuselagem de avião (EL-SAWY; NAZMY; MARTINI, 2004). 

Considerando sua aplicação tão vasta e presente, notou-se ao longo dos anos, a necessi-

dade de pesquisa quanto ao comportamento e desempenho mecânico desses, a fim de prever e 

evitar falhas que acarretem grandes prejuízos e otimizar sua utilização nas indústrias (BIR-

MAN, 2010). 

É esperado, que estas placas suportem esforços em serviço. Entre esses esforços, é im-

portante se ater especificamente às forças compressivas axiais, visto que, essas geradoras de 

instabilidade em placas que dão origem à flambagem. Algumas das estruturas citadas, com 

maior ênfase ao casco de navios já que essas estão sujeitas, de acordo com Shanmugam e Na-

rayanan (1998), não só a forças axiais, mas a carregamento biaxial no plano. 

 

 

Figura 1 - Representação simplificada de esforços e deformações resultantes sob casco 

de navio (Adaptado de Okumoto et al., 2009). 

Como mostrado na Figura 1, existem tensões transversais em cascos de navios que sur-

gem como consequência da flexão causada pela ação da pressão hidrostática, enquanto as ten-

sões de compressão longitudinais nas placas do casco são introduzidas devido ao entalhe lon-

gitudinal de todo o navio (SHANMUGAM; NARAYANAN, 1998). 

Além disso, a esbeltez característica destas placas é um fator contribuinte para a perda 

de estabilidade devido a espessura (t) ser menor em comparação a sua largura (b) e ao seu 

comprimento (a). Conquanto, esse atributo é utilizado para obtenção de maior rigidez e tensão 



 

6 

 

de escoamento, combinado ao benefício de menor peso. Assim sendo, a resistência de projeto 

destas placas é regida por sua aptidão à flambagem (RUOCCO, 2015).  

Segundo El-Sawy et al. (2004), na placa esbelta, a flambagem é elástica. Entretanto, em 

uma placa mais espessa o material se deforma plasticamente antes de alcançar a tensão crítica 

e a flambagem, ou seja, essa resistência à flambagem é diferente do valor fornecido por uma 

análise de flambagem elástica, sendo esta chamada de flambagem elasto-plástica (EL-SAWY; 

MARTINI, 2010).  

Logo, é possível inferir que os dados obtidos para resistência à flambagem elástica não 

serão aplicáveis em casos de chapas de maior espessura, uma característica importante no es-

tudo do comportamento de placas. É necessário levar em consideração o efeito da plasticidade 

para obtenção da resistência à flambagem, esta é denominada como flambagem inelástica ou 

também flambagem elasto-plástica (PAIK, 2007).  

Segundo o mesmo autor, quando as placas mais grossas possuem tamanho de recorte 

relativamente grande e apresentam perfurações, a resistência à flambagem elasto-plástica, pode 

ser maior que a resistência máxima em alguns casos. Contrastando, assim, com as placas sem 

perfurações, em que a resistência à flambagem elasto-plástica estimada é menor que a resistên-

cia final da placa.  

Narayanan e Chow (1984) analisaram teoricamente o comportamento elástico pós-flam-

bagem em chapas e a característica do descarregamento plástico no estado de colapso. A carga 

de aplicação final foi estimada a partir do ponto de interseção da curva de carga elástica e da 

curva de descarga plástica. 

É sabido que, na aplicação de engenharia, essas placas podem apresentar perfurações 

(furos) e aberturas das mais variadas geometrias e disposições, sejam estes devido à montagem, 

manutenção ou até mesmo por fins estéticos. Esses furos requerem atenção significativa, já que 

têm a característica de realizar uma redistribuição de tensões na placa, consequentemente alte-

rando sua resistência e características de flambagem. Posto que a flambagem elástica de chapas 

perfuradas finas tenha recebido a atenção de muitos pesquisadores ao longo dos anos, muito 

pouco foi relatado quanto a flambagem elasto-plástica característica das chapas mais grossas 

(EL-SAWY; NAZMY; MARTINI, 2004). 

Ainda de acordo com El-Sawy, Nazmy, Martini (2004), os métodos mais utilizados para 

determinar a carga de flambagem, ou a  tensão que acarreta o fenômeno, para placas sujeitas a 

cargas uniaxiais, biaxiais e de cisalhamento, foram: o método dos elementos finitos (MEF) e o 

método de carga/deslocamento conjugado. 
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Nessa conjuntura, este trabalho propõe o estudo do desempenho mecânico, com base na 

análise numérica, de placas finas de aço com furos oblongos longitudinais centralizados, sub-

metidas a flambagem elasto-plástica por meio de carregamento biaxial. O método de Design 

Construtal será utilizado em associação a modelos computacionais, e à técnica da Busca Exa-

ustiva, a fim de delimitar curvas e distribuições de tensões à sucessão da flambagem elasto-

plástica para determinação da geometria que possibilita o melhor comportamento mecânico da 

placa. Subsequentemente, serão definidos critérios para delimitação das curvas. 

Os modelos computacionais serão realizados com base no MEF através do software 

ANSYS®. Serão simuladas numericamente variações geométricas sugeridas pelo método De-

sign Construtal (DC) associado à Busca Exaustiva (BE), tendo em vista a detecção de qual 

modelo suporta maior carregamento levando em consideração os fenômenos de flambagem 

elasto-plástica e as distribuições das tensões de von Mises na placa. 

1.1  Estado da Arte  

Apesar da existência de estudos sobre flambagem elástica em placas perfuradas subme-

tidas a carregamento uniaxial, pouco foi pesquisado quanto a flambagem elasto-plástica com 

carregamento biaxial.  Nesta perspectiva, serão brevemente relatados alguns desses estudos, 

com objetivo de demonstrar a relação entre a flambagem elástica com carregamento uniaxial e 

a flambagem elasto-plástica com carregamento biaxial 

Shanmugam, Thevendran, Tan (1999), estudaram a capacidade de carga final de chapas 

perfuradas, através de uma análise elasto-plástica. As chapas de esbeltezes variadas foram sub-

metidas a diferentes condições de contornos, sujeitas a compressão uniaxial ou biaxial. Por 

meio do MEF e comparação de valores experimentais de capacidade máxima, estabeleceram 

uma fórmula de projeto para determinar a capacidade final de carga.   

Durban e Zuckerman (1999) estudaram a flambagem elasto-plástica de uma placa re-

tangular, sob várias condições de contorno, com compressão uniforme combinada à tração uni-

forme na direção perpendicular. O estudo foi baseado nas equações lineares de flambagem pa-

drão, enquanto o comportamento do material foi modelado pelas teorias de plasticidade do fluxo 

de pequena deformação e pela teoria da deformação. Por fim, concluíram que a teoria da defor-

mação apresenta tensões críticas mais baixas do que as obtidas pela teoria do fluxo e por meio 

disso constataram que a discrepância no comportamento de flambagem, obtida das duas teorias 

plásticas concorrentes, fornece um novo do paradoxo da flambagem elasto-plástica. 



 

8 

 

El-Sawy, Nazmy, Martini (2004) empregaram o MEF para a determinação da tensão de 

flambagem elasto-plástica de placas carregadas uniaxialmente com perfurações circulares. 

Concluíram que, para placas perfuradas, a tensão crítica de flambagem elástica diminui à me-

dida que o índice de esbeltez aumenta, especialmente para furos pequenos, e também à medida 

que o furo aumenta, especialmente para espessuras de chapas mais grossas onde a falha se torna 

flambagem elasto-plástica para todos os tamanhos de furo. 

Paik (2007), a partir da análise de elementos finitos não lineares no regime elasto-plás-

tico, investigou as características de resistência máxima de chapas de aço perfuradas sob cargas 

combinadas de compressão biaxial e cisalhamento de borda. A partir disso, derivou fórmulas 

empíricas das relações de interação da força máxima de chapas perfuradas entre cargas combi-

nadas, as quais poderão ser utilizadas para a estimativa inicial da resistência final de chapas 

perfuradas sob cargas combinadas em associação com análises de confiabilidade ou calibrações 

de código.  

Wang e Huang (2008) estudaram ineditamente o comportamento de flambagem elasto-

plástica de placas retangulares finas sob cargas biaxiais usando o método da quadratura dife-

rencial (QD). Verificaram que os resultados do QD são bons em comparação às soluções ana-

líticas existentes para placas com dois limites simplesmente apoiados e os outros simplesmente 

apoiados ou fixados.  

 Komur (2011) investigou, por meio do MEF, o comportamento da flambagem elasto-

plástica de chapas finas de aço retangulares e quadradas simplesmente apoiadas, com aberturas 

elípticas, comprimidas uniformemente na direção da borda. Focou-se no efeito relacionado a 

alguns aspectos da placa e do corte, sendo eles: tamanho do orifício elíptico, ângulo do orifício 

elíptico, localização do orifício elíptico e razão de esbeltez no comportamento de flambagem. 

Neste, verificou-se que, à medida que o índice de esbeltez da placa aumenta, a tensão crítica de 

flambagem diminui para todas as placas perfuradas. Além disso, observou que chapas com pe-

queno índice de esbeltez merecem atenção especial, já que a localização e tamanho do furo 

nessas tem efeito considerável na tensão de flambagem.  

Ruocco (2015) apresentou um modelo matemático capaz de descrever a flambagem 

elasto-plástica de chapas moderadamente grossas. Esse, foi desenvolvido a partir do comporta-

mento elasto-plástico de Ramberg-Osgood e um modelo de deformação de Green-Lagrange 

para medir as não linearidades geométricas. 

 Mohammadzadeh, Choi, Kim (2018) estudaram o comportamento de flambagem de 

chapas de aço com e sem furos passantes submetidos a compressão uniaxial utilizando 
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coeficientes de flambagem de placa com um furo. Além disso, também realizaram uma com-

paração entre o comportamento de flambagem da placa carregada uniaxial e biaxialmente. Con-

cluíram que a perfuração centralizada aumenta a resistência à flambagem da placa, enquanto os 

dois furos resultam em uma diminuição na resistência da mesma. Por fim, foi observado que a 

resistência à flambagem de uma placa carregada biaxialmente é inferior à 25% da placa carre-

gada uniaxialmente.  

Em se tratando do método do Design Construtal (DC), Silveira et al. (2016) aplicaram o 

MEF e o Design Construtal utilizando o software ANSYS® para realização da modelagem 

computacional de placas laminadas delgadas, simétricas e com furos elípticos/circulares no 

centro da placa submetidas à compressão biaxial. Concluíram que placas laminadas, delgadas, 

simétricas e com furos, possuem a carga crítica de flambagem reduzida em decorrência dos 

furos. Num aspecto geral, resumidamente, também constataram que quando estendido o furo 

na abscissa, os valores da carga crítica foram menores. Enquanto o furo foi estendido na orde-

nada, os resultados obtidos foram melhores. 

 Helbig et al. (2013) estudaram o caminho para obtenção da geometria ideal que suporte 

carga máxima de flambagem em chapas de aço contendo perfuração elíptica centralizada 

quando submetida ao fenômeno de flambagem linear e não linear por meio do DC e da técnica 

BE. Realizaram este estudo através de modelos numéricos utilizando o software ANSYS® a 

fim de avaliar as cargas de flambagem elástica e elasto-plástica dessas placas simplesmente 

apoiadas e uniaxialmente carregadas. Concluíram que as geometrias ótimas da perfuração fo-

ram obtidas de acordo com o Princípio Construtal da "Ótima Distribuição de Imperfeições", 

mostrando que o método do DC possui empregabilidade satisfatória em problemas de mecânica 

dos materiais. 

1.2 Objetivos Gerais e Específicos 

O objetivo geral do presente trabalho consiste no estudo do comportamento mecânico 

de placas finas de aço biaxialmente comprimidas de modo que a flambagem elasto-plástica 

possa ser observada, a partir de uma análise numérica através do MEF em associação ao método 

DC e a técnica BE.  

A propósito do objetivo geral, os objetivos específicos foram firmados: 

i) Definir, inicialmente, a carga última de flambagem elasto-plástica biaxial de 

uma placa plana (sem perfurações); 
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ii) Incorporar uma perfuração oblonga centralizada à placa ponderando a maior 

carga última obtida previamente; 

iii) Esmar a influência da perfuração oblonga por meio da variação do parâmetro 

fração de volume da perfuração 𝜙 (relação do volume do furo e volume total da 

placa), no comportamento mecânico da placa sob flambagem biaxial elasto-plás-

tica com base no Design Construtal; 

iv) Avaliar a influência da variação geometria oblonga da perfuração no comporta-

mento mecânico da placa sob flambagem biaxial elasto-plástica, com base na 

variação do grau de liberdade 𝑏0/𝑎0 para cada valor de 𝜙 utilizado. 

1.3 Justificativa  

Tendo em vista o vasto uso de placas finas na engenharia, principalmente nas indústrias 

navais e aeroespaciais, tornam-se necessários os estudos que abordem as mais diversas condi-

ções que essas possam vir a ser submetidas em serviço.   

Neste trabalho, será abordado o comportamento e efeitos da flambagem elasto-plástica bi-

axial em placas finas perfuradas, objetivando o estudo mecânico que possibilite otimizar as 

aplicações das mesmas. Além do mais, serão analisados os efeitos da perfuração sobre a placa, 

aplicando o método Design Construtal (DC) em conjunto ao MEF e a técnica da BE. 

Ademais tem-se, também, por justificativa de trabalho apresentar o conhecimento adquirido 

ao longo do bacharelado em Engenharia Mecânica da Universidade Federal do Pampa, Campus 

Alegrete. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Esta seção elucidará alguns tópicos que acompanham o estudo de placas, sendo eles o 

estudo da flambagem elástica e da flambagem elasto-plástica, método dos elementos finitos e 

sua aplicação no estudo de placas assim como o método DC e sua aplicação no estudo de placas. 

2.1 Estudo de Placas  

Diferentemente do estudo da mecânica estrutural que se iniciou a partir de problemas 

estáticos, a história do estudo de placas se iniciou a partir da análise e experimentação da vi-

bração livre (SLIZARD, 2004). 

Euler, em 1766, foi pioneiro em solucionar, matematicamente, problemas de placas com 

a teoria das membranas. O autor descreveu a vibração de uma membrana flexível, conside-

rando-a como um sistema de cordas esticadas perpendicularmente entre si, logo, analogamente 

cada corda era considerada uma viga (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001).  

Ao considerar a mesma relação do sistema de cordas de Euler e as substituindo por uma 

grade de vigas, Jaques Bernoulli em 1789, obteve uma equação diferencial, de aproximação, 

para a deflexão de placas sob carregamento transversal e sua rigidez. Segundo o autor, os re-

sultados não eram equipolentes para sistemas de cordas não dispostas perpendicularmente, 

mesmo se submetidos às mesmas condições de contorno de um sistema de cordas perpendicu-

lares (LISBÔA, 2009).  

Outra solução para a vibração de placas foi realizada pelo físico alemão Chladni, em 

1809, que estudou diversos modos de vibrações livres em placas. Distribuindo um pó unifor-

memente na superfície de uma placa, notou que após submetido a vibrações o pó se acumulava 

ao longo de linhas nodais, onde não houve deslocamento. Também determinou frequências 

correspondentes aos padrões de vibração. Esses experimentos foram apresentados em Paris a 

convite da Academia Francesa de Ciências, nessa apresentação estava presente o imperador 

Napoleão (SLIZARD, 2004). 

Segundo o mesmo autor, fomentado pelo experimento apresentado, Napoleão propôs à 

Academia uma premiação ao pesquisador que estabelecesse uma teoria matemática das vibra-

ções de placas, substanciadas por verificação experimental dos resultados teóricos e que cola-

cionasse os resultados obtidos aos resultados de Chladni (1809). 

Após as duas prorrogações da data de submissão de trabalhos, em outubro 1811, apenas 

um artigo foi submetido. Artigo este da matemática francesa Marie-Sophie Germain que 
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desenvolveu, utilizando abordagem de energia de deformação, uma equação diferencial de pla-

cas que não possuía o termo de deformação. Ao verificar a energia de deformação pela técnica 

de trabalho virtual, Lagrange, mentor de Germain encontrou um erro e então apenas em seu 

terceiro trabalho, em 1816, Germain ganhou o prêmio apesar da insatisfação dos juízes pela 

falta de definição física de uma expressão do cálculo da energia de deformação em função das 

curvas principais (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001; SLIZARD, 2004). 

Impulsionado pelo problema apresentado no trabalho de Germain e propondo uma su-

perfície média de partículas submetidas a forças moleculares e obtendo o equilíbrio do sistema 

de partículas, Poisson, em 1814 chegou à mesma equação apresentada por Germain-Lagrange. 

Todavia, ao considerar que as partículas faziam parte da superfície média da placa, a constante 

de rigidez de flexão de placa obtida era proporcional ao quadrado da espessura e não ao cubo, 

como teria de ser (LISBÔA, 2009). 

Seguindo os estudos de Poisson, Navier considerou que as partículas estariam também 

distribuídas ao longo da espessura da placa, assim, em 1823, obteve e apresentou a equação 

diferencial para qualquer carregamento transversal bem como a rigidez de flexão proporcional 

à espessura. Depois, em 1828, Poisson utilizou a equação de Navier na aplicação de vibração 

lateral de placas circulares aplicáveis apenas a chapas grossas (SLIZARD, 2004; LISBÔA, 

2009). 

Gustav Kirchhoff foi precursor na teoria completa da flexão de placas. Em sua primeira 

tese, em 1850, baseou-se nas hipóteses de Bernoulli para vigas e derivou a mesma equação 

diferencial para flexão de placa que Navier, utilizando outra abordagem de energia. Uma das 

contribuições mais significativas foi a inclusão de forças de limites suplementares, essas forças 

atuam como substituições aos momentos de torção nos limites das placas, assim, as condições 

de contorno são estabelecidas como funções do deslocamento e suas derivadas. Kirchhoff des-

cobriu, ao analisar grandes deflexões de placas através da combinação de flexão e desloca-

mento, a importância da consideração dos termos não-lineares. Além do mais, formulou a equa-

ção de frequência das placas e iniciou métodos de deslocamento virtual para problemas envol-

vendo placas (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001; SLIZARD, 2004). 

Se tratando de placas mais espessas, o estudo de placas, geralmente, não considera a 

teoria de placa de Kirchhoff, mas a teoria de Reissner-Mindlin. Basicamente, Eric Reissner, em 

1945, assumiu que o deslocamento da placa fora do plano pode ter comportamento não linear 

e a espessura pode variar conforme o carregamento. Todavia, Raymond D. Mindlin, em 1951, 

assumiu deslocamento linear e espessura inalterada ao longo do carregamento, além de 
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desprezar quaisquer tensões normais através da espessura. Geralmente, recomenda-se a formu-

lação de placas espessas, visto que essa apresenta soluções mais precisas (YANG, 2018).  

Ainda segundo o autor, pela teoria Reissner-Mindlin apresentar maior versatilidade, esta 

é considerada atualmente em grande maioria dos pacotes de software comercial e as bibliotecas 

dos elementos destas são baseadas nessa teoria. Todavia, caso a placa apresente grande relação 

entre comprimento e largura, a formulação de placa espessa não é recomendada.  

O desenvolvimento da indústria de engenharia mecânica, aeronáutica e naval no século 

XX despertaram interesse nas investigações analíticas de placas finas de aço e sua estabilidade, 

devido a sua notável aplicação nas estruturas de aço. Apesar da tamanha dedicação em esclare-

cer, estender e solucionar equações obtidas nos trabalhos pioneiros anteriormente citados, estas 

equações ainda se mantiveram válidas ao decorrer dos anos. A equação de Navier descrita por 

Kirchhoff é um exemplo conciso de representação satisfatória e precisa, na atualidade, da teoria 

de pequenas e grandes deflexões das placas (SLIZARD, 2004). 

2.2 Estudo da Flambagem Elástica  

O estudo da flambagem tem sido abordado desde que Euler obteve carga crítica através 

da análise da curva elástica de uma barra apoiada nas extremidades submetida a carga axial e 

compressiva. Utilizando a distribuição de cargas laterais estáticas o engenheiro e cientista 

Claude-Louis Navier desenvolveu a primeira equação diferencial correta através de um método 

de séries trigonométricas duplas, desenvolvido por Fourier, aplicados a análise estrutural (VEN-

TSEL; KRAUTHAMMER, 2001). 

Baseado nos estudos de Navier e Kirchhoff, Saint-Venant em 1833, alterou a aplicabi-

lidade da equação diferencial para placas finas que considerava flexão e alongamento, anexando 

forças axiais e cisalhantes às bordas da placa. Desta maneira, tornando possível o desenvolvi-

mento de estudos de estabilidade de placas submetidas à combinação de carregamentos e dife-

rentes condições de contorno (YU, 2003). 

Ainda com base no mesmo autor, o problema de flambagem de placa mais rudimentar 

e comumente encontrado trata de uma placa simplesmente apoiada submetida a compressão 

axial. O primeiro a solucionar este problema, foi o engenheiro George H. Bryan em 1891, uti-

lizando o método de energia e encontrando as cargas críticas de flambagem, presumiu a defle-

xão da superfície da placa poderia ser descrita com a aplicação de uma série dupla de Fourier, 

assim como Navier. Timoshenko, por sua vez, propôs outro método de solução para o mesmo 

problema. Em 1925, pressupôs o dobramento da placa em formas de meias ondas senoidais na 
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direção de compressão, aplicadas as condições de contorno, a matriz gerada resultava no valor 

da carga crítica. 

2.3 Estudo da Flambagem Elasto-Plástica 

Existe ainda a preocupação com o estado de deformação no que diz respeito ao compor-

tamento de flambagem, especificamente, onde a mesma se inicia. Esse estado é denominado 

como estado de flambagem inicial, equilíbrio crítico ou neutro. O início do estudo se deu pela 

teoria da deformação da plasticidade que foi iniciado por Engesser em 1895 e Von Karman em 

1910. Segundo Helbig (2016), o estado de flambagem era avaliado de acordo com a deformação 

elasto-plástica do corpo e então as equações geradas apresentavam autovalores cuja solução 

determina o comportamento da carga de flambagem.  

Através da aplicação de carga, descarga e recarga, El- Ghazaly e Sherbourne em 1986, 

colocaram em prática a teoria da deformação para fim de análise da flambagem elasto-plástica 

de placas sob tensões e carregamentos desproporcionais. Por meio de análise comparativa de 

resultados dos experimentos, a teoria se demonstrou efetiva mesmo para tensões e carregamen-

tos não uniformes. Além desses, alguns outros estudiosos como Bleich (1924) e Timoshenko 

(1936) aplicaram a teoria de Engesser-Von Karman, incorporando o “módulo reduzido” nas 

equações para flambagem elástica das placas (YU, 2003). 

O comportamento pós-flambagem é atípico se comparado a outros tipos de estruturas, 

Ventsel e Krauthammer (2001) afirmam que por haver ação direta das tensões no plano, fora o 

efeito esperado da flexão, as placas possuem resistência a carga mesmo pós-flambagem, possi-

bilitando acréscimo de carga após a deflexão. Esse desempenho faz com que resistam ao co-

lapso além da carga crítica de flambagem, mas à uma carga superior. Åkesson (2007), atribui 

esse comportamento à resposta da placa ao carregamento compressivo em forma de membrana 

cujo efeito estabiliza a flambagem através de uma faixa tensora transversal.  

2.4 Método dos Elementos Finitos  

Com os avanços na engenharia em áreas como comunicações, transporte, habitação, 

entre outros, tornou-se necessária a aplicação de técnicas que possibilitassem processos de mo-

delagem, análise, projeto, prototipagem e simulação de sistemas. Existem métodos criados ao 

longo dos anos que suprem essa demanda e o Método de Elementos Finitos (MEF) é um deles. 
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Trata-se de uma técnica eficaz que garante a trabalhabilidade de produtos e sua relação custo-

benefício (LIU; QUEK, 2003). 

De acordo com Liu e Quek (2003), o MEF é utilizado quando se deseja determinar a 

distribuição de uma variável em um campo, como por exemplo o deslocamento numa análise 

de tensão. Esse método procura uma solução próxima da distribuição de variáveis no domínio, 

que analiticamente seria trabalhoso obter. Para isso, divide-se o domínio do problema em ele-

mentos formando o que é denominado malha, que podem variar geometricamente, como mostra 

a Figura 2.   

 

Figura 2 - Tipos de elementos de malha, suas classificações e aplicações (Adaptado de 

Ansys® Fundamental FEA Concepts and Applications). 

As geometrias dos elementos variam sua aplicação de acordo com o tipo de método, 

geometria do sistema ou análise a ser feita, como é possível identificar na Figura 2, algumas 

geometrias são mais indicadas para determinadas análises. 

Segundo Rao (1982), esses elementos são conectados entre si através de juntas também 

chamadas de nós ou pontos nodais. Assume-se uma variável dentro do campo analisado, como 

tensão por exemplo e, dentro do elemento finito é aproximada uma função simples. Essas fun-

ções de aproximação, geradas com base nos elementos, também são denominadas como 
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modelos de interpolação e são definidos por variáveis de campo nos nós. Definidas as equações 

para todo o contínuo as novas incógnitas serão determinadas através dos valores nodais da va-

riável de campo. A resolução dessas incógnitas comumente está em forma de equações matri-

ciais, a partir delas se determina os valores nodais da variável de campo, e uma vez conhecidos 

esses valores então obtêm-se a definição do modelo de interpolação em todo o conjunto de 

elementos.  

Na prática, um problema de engenharia em mecânica dos sólidos, por exemplo de 

acordo com Liu, Quek (2003), pode apresentar geometria ou domínio muito complexo, assim 

como o limite e as condições de contorno podem ser fatores que dificultem ainda mais a reso-

lução. Logo, seria inviável resolver a equação diferencial de maneira analítica, neste caso e em 

muitos outros aplica-se o método de discretização de domínio, comumente utilizado por ser 

prático e abrangente.  

Existem, em diversas bibliografias, diferentes procedimentos de resoluções de proble-

mas envolvendo modelagem computacional através do MEF. Szilard (2004) propõe, de forma 

geral, para a aplicação do MEF em mecânica dos sólidos ou mecânica estrutural, que as etapas 

sejam as seguintes: 

(i) Discretização da estrutura; 

(ii) Seleção de modelo de interpolação ou deslocamento;  

(iii) Formulação do elemento; 

(iv) Tratamento das condições de limite e cargas; 

(v) Montagem do sistema discretizado; 

(vi) Solução do sistema de equações resultante; 

(vii) Cálculo das tensões resultantes. 

De acordo com Rao (1982), o procedimento em outras áreas apenas se difere quanto as 

terminologias uma vez que as etapas, em suma, permanecem as mesmas para quaisquer aplica-

ções. 

2.4.1 Análise de Placas pelo MEF  

Uma estrutura de placa geralmente carrega apenas cargas transversais que resultam na fle-

xão e deformação. Esquematicamente, a placa pode ser representada através do plano médio 

xy, como é possível observar na Figura 3 e sua deformação é representada pela deflexão e pela 

rotação dos eixos normais do plano, assim independentes de z e função somente de x e y.  



 

17 

 

 

 
Figura 3 - Placa esquematicamente representada no plano médio (Slizard, 2004). 

A análise de estruturas de placas, bem como dos seus elementos, é feita, geralmente, 

com base na deflexão e nas forças resultantes, sejam essas cisalhantes ou momentos fletores 

(LIU; QUEK, 2003). A partir das funções geradas por essas forças, na forma indeterminada 

para os nós, as condições de equilíbrio devem se aplicar a cada ponto nodal e dessa forma 

obtêm-se um sistema de equações algébricas cujo resultado determina a tensão e a deformação.  

De acordo com Ventsel e Krauthammer (2001), o MEF pode ser considerado uma mo-

dificação do método de Ritz. Esses se diferenciam pela forma de representação do deslocamento 

uma vez que no método de Ritz estes deslocamentos estão distribuídos em todo o domínio da 

placa, o que resulta em um sistema de equações com estrutura completa. No MEF os desloca-

mentos estão atribuídos à cada elemento individualmente, logo, os sistemas de equações em 

forma de matriz obtida são preenchidos em partes, normalmente estruturados em faixas. Essa 

característica confere vantagem ao MEF em comparação ao método de Ritz e a outros. 

2.4.2 Flambagem Elástica e Elasto-Plástica de Placas no ANSYS® 

O ANSYS®, software comercial empregado neste trabalho, é amplamente utilizado na 

análise estrutural e em outros problemas de engenharia. Este se trata de um software FEA (Fi-

nite Element Analysis), propriamente, a aplicação do Método de Elementos Finitos para reso-

lução de problemas. 

De acordo com Helbig 2016, o ANSYS® utiliza a perspectiva Langrangiana para os 

deslocamentos. Isso significa que a análise do material é realizada por pontos coordenados 

como função do tempo e as equações de equilíbrio são obtidas pelo princípio do trabalho virtual. 

A solução para este tipo de análise se dá, sequencialmente, pelos deslocamentos nodais, estes 

então são derivados, obtendo-se as deformações, tensões e outros eventuais dados que com-

põem a solução dos elementos analisados. Para resolução simultânea das equações, o ANSYS® 

utiliza o método de solução direta de equações esparsas (Sparse Direct method). 

A obtenção da flambagem elasto-plástica da placa, através do software, começa a partir 

do primeiro modo de flambagem elástica da placa. Nesta análise, segundo ANSYS® User’s 
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Manual, 2009, utilizam-se autovalores que preveem uma carga crítica de resistência à flamba-

gem elástica da estrutura, essa metodologia corresponde à solução clássica de Euler. Os autove-

tores obtidos nessa análise são os modos de flambagem elástica da placa. 

Na análise de flambagem elasto-plástica, faz-se uso da técnica do crescimento gradual 

de carregamento, a fim de determinar qual carga aplicada corresponde à instabilidade da estru-

tura. Esta análise não linear, conforme ANSYS® User’s Manual (2009), possibilita inclusão 

de alguns recursos suplementares como grandes deslocamentos, imperfeições iniciais, fissuras, 

hiperelasticidade, superfícies de contato e plasticidade, sendo possível a análise estrutural pós 

flambagem. 

2.5 Método Design Construtal 

A palavra construtal (em inglês constructal) foi proposta por Adrian Bejan, em 1996, 

por se originar do verbo em latim construere, que significa construir. Dessa forma, represen-

tando a teoria construtiva e sua forma otimizada dos fluxos naturais e projetados.  Segundo 

Bejan, Zane (2012), a Lei Construtal designa que sistemas de fluxo devem evoluir com o tempo, 

alçando configurações melhor arranjadas de maneira a aditar o acesso das correntes de fluxo 

destes. 

Bejan e Lorente (2008) descrevem o princípio da Lei Construtal em que:  

 

“Para um sistema de fluxo de tamanho finito persistir no tempo (para viver), ele deve 

evoluir de forma a proporcionar um acesso cada vez maior às correntes que o atravessam.” 

 Esse princípio é aplicável em qualquer escala, à sistemas vivos ou não, ou seja, para 

qualquer sistema de fluxo. Por exemplo, observando a Figura 4 têm-se: (a) bacias de drenagem 

de rios, alvéolos pulmonares e seções transversais de duto redondo e canal aberto; (b) rachadu-

ras por retração em sólidos, solidificação de um floco de neve e respingo em contraste com 

respingo quando uma gota de líquido atinge a parede; (c) fluxo laminar em contraste com tur-

bulento e modos de mobilidade animal. O crescimento desses sistemas, e seus variados com-

ponentes, atuam mutuamente para a melhoria do fluxo (BEJAN; ZANE, 2012). 
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Figura 4 - Exemplos práticos da aplicação da Lei Construtal para sistemas vivos e não 

vivos (Adaptado de Bejan e Zane, 2012). 

O Design Construtal faz parte da visualização dos mecanismos físicos para melhor com-

preensão de onde e de que maneira está vigente a Lei Construtal. De acordo com Bejan, Lorente 

(2008), a utilização do DC busca não somente melhores configurações de fluxo, para uma ge-

ometria por exemplo, mas estratégias que sejam mais rápidas, com menor custo e mais confiá-

veis. 

2.5.1 Design Construtal na mecânica dos sólidos  

 Configurações de sistemas de fluxo não se apresentam isoladas. São limitadas e apoia-

das através de estruturas sólidas que apresentam oposição e rigidez. O componente de suporte 

se modifica para compatibilizar com o fluxo da estrutura. Por exemplo, vigas de suporte que 

devem possuir resistência a mudanças bruscas de temperatura e paredes de tijolo para máximo 

isolamento térmico e rigidez (BEJAN; LORENTE, 2006). 

 Para estruturas mecânicas sólidas, e a análise das tensões presentes nestas Lorente, Lee,  

Bejan (2010) propõem a mesma análise feita aos fluxos de fluido e transferência de calor. A 

metodologia proposta é o modelamento de uma estrutura sólida de maneira que não haja es-

trangulamentos, resultando em estruturas mais fortes e eficientes. 

 Bejan e Lorente (2010) sugerem que na otimização de uma geometria para estruturas 

sólidas utilizando o Design Construtal, deve-se visualizar estruturas mecânicas da mesma em 

que se analisa sistemas de fluxo, como no parágrafo anterior. Neste caso, a distribuição da força 

máxima, cujo fluxo de distribuição é a análise de interesse, é obtida através da movimentação 
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do material da própria estrutura para localizações mais eficientes, ou de necessidade maior. 

Analogamente, pode-se comparar à uma estrutura de esqueleto de um animal por exemplo, o 

que acontece no fluxo natural transforma a distribuição óssea e seu design num todo no ideal 

para suportar de maneira mais uniforme possível as tensões.  

 Tratar forças e tensões como fluxo é bastante inusual, porém efetivo para obtenção da 

melhor distribuição de esforços em uma estrutura, conferindo alta densidade ao sistema de fluxo 

analisado, seja ele de fluido, calor ou tensões. Ou seja, maior resistência atribuída ao volume 

e/ou mais leveza quando aplicada uma carga fixa (LORENTE; LEE; BEJAN, 2010).  

Determinados os parâmetros para seleção da configuração geométrica, é necessário um 

método que viabilize a definição da geometria ótima, objetivando o melhor desempenho de 

arranjo geométrico. Para obtenção da geometria ótima, tem-se como uma alternativa o método 

da Busca Exaustiva (DA SILVEIRA, 2020).  

O método da Busca Exaustiva é considerado funcional e útil para processos de otimiza-

ção, visto sua simples aplicação. Mesmo quando utilizado em situações com ausência de co-

nhecimento, ainda assim apresenta bons resultados pela busca sistêmica, onde são analisadas 

soluções elaboradas sucessivamente até que se obtenha uma solução tolerável ou quando é atin-

gido um número pré-estabelecido de tentativas. Por se tratar de um método pouco rebuscado, a 

Busca Exaustiva possibilita a pesquisa de qualquer função, seja de comportamento complexo, 

irregular ou descontínuo. Para sua aplicação não há suposições quanto a característica da fun-

ção, é necessário apenas um intervalo a ser analisado (KHOURY e HARDER, 2016 apud DA 

SILVEIRA, 2020, p. 56). 
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3 METODOLOGIA 

Nesta seção serão evidenciados os métodos e técnicas utilizadas objetivando analisar a 

flambagem elasto-plástica de placas finas de aço perfuradas. Para tal, determinam-se modelos 

computacionais, já que soluções analíticas para flambagem de placas finas com perfuração e 

carga biaxial se tornam excessivamente complexas. Por outro lado, os modelos computacionais 

possibilitam o estudo da flambagem elasto-plástica para placas, perfuradas ou não, de maneira 

rápida e eficaz.  

3.1 Modelo Computacional 

A resposta ou atuação de um sistema, submetido à determinadas condições, descende 

de características como o domínio do sistema ou geometria, material, do meio, condições de 

contorno iniciais e carregamentos. Na engenharia, especificamente, a geometria pode apresen-

tar alta complexidade, assim como as condições iniciais e limites e do problema. Tendo em 

vista esse cenário, torna-se mais viável a aplicação de métodos numéricos para solução de pro-

blemas e o MEF é um dos mais populares devido à sua versatilidade e praticidade (LIU; QUEK, 

2003). 

3.2.1 Elemento de Casca SHELL281 

Liu e Quek (2003), afirmam que elementos de casca tem por característica suportar car-

gas em todas as direções, consequentemente, estes sofrem esforços de flexão e torção, assim 

como deformações no plano. Estruturas como tanques cilíndricos e fuselagem de aeronaves são 

exemplos em que a modelagem por elementos de casca deve ser utilizada. 

O elemento selecionado para a análise, será o elemento SHELL281 mostrado na Figura 

5 que de acordo com ANSYS® User’s Manual (2009), é consentâneo à análise de estruturas 

finas até moderadamente espessas.  
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Figura 5 - Geometria elemento SHELL281 (Adaptado de ANSYS® User’s Manual, 

2009). 

Esse elemento é caracterizado por possuir o total de oito nós com seis graus de liberdade 

cada, já que apresenta translação e rotação para os x, y e z. Além de ser um dos mais utilizados pelo 

software, pois apresenta bons resultados em análise de estruturas finas, como placas e cascas, à 

moderadamente espessas (ANSYS, 2009; DA SILVEIRA, 2020). 

3.2.2 Flambagem Elástica  

Quanto à deformação, o elemento também é adequado a grandes deformações sejam 

elas lineares ou não lineares. Como citado anteriormente, para flambagem elástica utiliza-se 

autovalores que preveem uma carga crítica. Levando em consideração que inicialmente essa 

carga não é conhecida, o menor autovalor obtido na solução das equações de equilíbrio para 

análise em elementos finitos exprime a carga crítica de flambagem e o autovetor associado o 

modo primário de flambagem (MADENCI; GUVEN, 2015). 

O sistema de equações pode ser descrito, em forma matricial, da seguinte forma (MO-

AVENI, 1999):  

 [𝐾]{𝑢} = {𝐹} (1) 

Onde [K] representa a matriz de rigidez, {u} é o vetor de deslocamento e {F} é o vetor 

de carga. 
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Em flambagem de placas, consideram-se tantos os termos lineares quanto os não-linea-

res. A matriz de rigidez [K], neste caso, é escrita como soma de duas matrizes de rigidez, uma 

para pequenas deformações, [𝐾𝐸] , e a geométrica [𝐾𝐺]. 

 [𝐾] = [𝐾𝐸] +  [𝐾𝐺] (2) 

Numa condição inicial de carregamento, a matriz de rigidez geométrica [𝐾𝐺] é depen-

dente do esforço normal compressivo {𝑁0}. Depois da condição inicial a carga atinge um novo 

nível e pode ser expressa como {𝑁} =  𝜆{𝑁0}, em que 𝜆  é um termo escalar. Assim, a matriz 

de rigidez passa a ser definida como: 

 [𝐾] = [𝐾𝐸] +  𝜆[𝐾𝐺] (3) 

 

 Assim, reorganizando os termos e aplicando à Equação (1), tem-se: 

 

 [[𝐾𝐸] +  𝜆[𝐾𝐺]]{𝑢} =  𝜆{𝑁0} 

 

(4) 

 Deixando em evidência deslocamento total {u}: 

 {𝑢} = [[𝐾𝐸] +  𝜆[𝐾𝐺]]
−1

𝜆{𝑁0} 

 

(5) 

 Para placas em flambagem, o deslocamento cresce sem que necessariamente ocorra au-

mento da carga. Matematicamente, a matriz inversa da Equação (5) pode ser determinada como 

a matriz adjunta dividida pelo determinante dos coeficientes, então os deslocamentos {u} ten-

dem ao infinito quando (PRZEMIENIECKI, 2009): 

 

 det[[𝐾𝐸] +  𝜆[𝐾𝐺]] = 0 (6) 

 

 Essa função determinante, segundo ANSYS® User’s Manual (2009), uma vez resolvida 

fornece o menor autovalor, 𝜆1 , que equivale à carga crítica de flambagem, podendo ser expressa 

como: 

 {𝑁𝑐𝑟} = 𝜆1{𝑁0} (7) 

 

 Essa carga obtida da eq. 7 é o valor a partir do qual se inicia a instabilidade da flamba-

gem, em que o vetor de deslocamento {u} define o modo.  
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3.2.3 Flambagem Elasto-Plástica 

 Visto que a flambagem de placas não acontece apenas no regime elástico, a obtenção da 

carga última de flambagem elasto-plástica, segundo Slizard (2004), é uma análise mais com-

plexa, já que a relação tensão-deformação também é mais complexa para esse caso. 

 A análise de um comportamento não-linear requer que seja considerado um pequeno 

valor parcial de imperfeições. Isso é feito porque na pós-flambagem não é possível que se ana-

lise diretamente, por já existirem descontinuidades de respostas no ponto de equilíbrio neutro. 

 Em El-Sawy et al. (2004) foram gerados dados satisfatórios para análise com valores 

pequenos de imperfeições segundo a flambagem elasto-plástica, esses para a seguinte forma: 

 
𝑤0 =

𝑏

2000
 

(8) 

  Onde 𝑤0 é a imperfeição inicial e 𝑏 a largura da placa. 

 Tendo isso, a carga última sobre a placa pode ser obtida pela relação 𝑃𝑦 = 𝜎𝑦𝑡, em que 

𝜎𝑦 é a tensão de escoamento do material estudado. Os incrementos são obtidos, individual-

mente, pelo método de Newton-Raphson e determinam o deslocamento correspondente à ca-

racterização do equilíbrio da placa, através das equações (HELBIG, 2016). 

De acordo com Lima et al. (2020) ao iniciar o incremento de um carregamento i + 1, 

existe um vetor de cargas em desequilíbrio {𝜓} que é igual ao incremento de carga {∆𝑁}, equi-

valente à diferença do vetor de carregamentos externos {𝑁}𝑖+1  e o vetor de forças internas não 

lineares {𝐹𝑁𝐿} que é, também igual, ao vetor de carregamentos externos precedentes {𝑁}𝑖, esse 

fenômeno é prescrito pelas Eqs. 9 a 12. 

 {𝜓} = {∆𝑁} = {𝑁}𝑖+1 − {𝐹𝑁𝐿} =  {𝑁}𝑖+1 − {𝑁}𝑖 (9) 

 {𝜓}𝑟+1 =  {𝑁}𝑖+1 −  {𝐹𝑁𝐿}𝑟 (10) 

 {𝜓}𝑟+1 = [𝐾𝑡]𝑟 {∆𝑈}𝑟+1 (11) 

 {𝑈}𝑟+1 = {𝑈}𝑟 + {∆𝑈}𝑟+1 (12) 

 Onde {𝜓} corresponde ao vetor de cargas em desequilíbrio, {∆𝑁} o incremento de carga 

entre o carregamento {𝑁}𝑖+1 e o vetor de forças internas não lineares {𝐹𝑁𝐿}. O termo {𝑁}𝑖 é o 

vetor de carregamento interno precedente, {𝜓}𝑟+1  é o vetor de cargas em desequilíbrio atuali-

zado e [𝐾𝑡]𝑟 é a matriz de rigidez tangente obtida pelo vetor de deslocamento {𝑈}𝑟, onde 

{𝑈}𝑟+1  é seu incremento, e  {∆𝑈}𝑟+1 o vetor de incremento de deslocamento atualizado, ne-

cessários para atingir a configuração de equilíbrio.  

 Se em determinada etapa de carga, não for possível atingir a convergência, ou seja, um 

incremento de deslocamento não possa ser obtido de modo que o vetor de forças em 



 

25 

 

desequilíbrio {𝜓} se anule, significa que a carga última da estrutura foi alcançada. Isso ocorre 

porque não importa a o quão grande sejam os deslocamentos e deformações, as tensões e forças 

internas condizentes não terão a magnitude necessária para equilibrar o esforço externo. Esse 

comportamento demonstra que o material atingiu seu limite de resistência (HELBIG, 2016). 

3.2.4 Verificação do Modelo para Flambagem Elasto-Plástica Biaxial 

O modelo foi verificado para a análise da flambagem elasto-plástica biaxial de uma 

placa quadrada simplesmente apoiada, com base no estudo e parâmetros analíticos de Shang-

mugam et al. (1999). A placa analisada possui dimensões 𝑎 = 𝑏 = 125 mm, 𝑡 = 6,25 mm e 

furo circular centralizado de 25 mm de diâmetro. Adotou-se material cuja tensão de escoa-

mento é de 𝜎𝑦 = 355 MPa. Segundo a solução analítica do autor, obteve-se 𝜎𝑢 =

282,348 MPa, em contrapartida, através da utilização do modelo proposto com o elemento 

SHELL281, 𝜎𝑢 = 301,744 MPa, totalizando uma diferença de 6,87% entre resultados.  

3.2.5 Validação do Modelo para Flambagem Elasto-Plástica Biaxial 

A validação do modelo foi feita através de uma placa quadrada simplesmente apoiada 

com furo circular centralizado sujeita a flambagem elasto-plástica biaxial. Utilizou-se como 

referencial comparativo o estudo experimental de Narayanan e Chow (1984). As dimensões da 

placa foram de 𝑎 = 𝑏 = 125 mm, 𝑡 = 1, 625 mm e furo de 25 mm de diâmetro. Quanto ao 

material, foi determinada tensão de escoamento de 𝜎𝑦 = 323,3MPa. O resultado experimental 

obtido é de 𝜎𝑢 = 73,8 MPa enquanto para o modelo proposto com o elemento SHELL281 foi 

obtido 𝜎𝑢 = 80,8246 MPa, totalizando um erro de 9,52% entre resultados. 

3.2 Teste de Convergência de Malha  

Para a solução de problemas de flambagem de placas utilizando o MEF faz-se necessária a 

determinação prévia de um tamanho de malha padrão para estudo. De acordo com Da Silveira 

(2020), pelo teste de convergência de malha analisa-se a resposta obtida com o refinamento, 

logo, proporcionando um número de elementos de acurácia satisfatória com menor esforço 

computacional. 

O teste foi realizado para placas retangulares, com furos circular centralizado de diâmetro 

igual a 500 mm. A placa possui dimensões 𝑎 = 2000 mm, 𝑏 = 1000 mm e 𝑡 = 12 mm. A 

malha, de elementos quadriculares de tamanhos iguais, foi gerada ao longo de toda a placa. A 
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Tabela 1 apresenta os valores obtidos para a tensão última correspondente para cada tamanho 

de elemento. 

Tabela 1 - Tabela de convergência de malha. 

Elemento (mm) 𝝈𝒖 Diferença (%) 

100 35,5 0 

50 35,5 0 

40 35,5 0 

30 35,5 2,5641 

25 34,6125 0 

15 34,6125 0 
                                            Fonte: Autor (2020). 

A partir desses dados apresentados, pode-se inferir que os tamanhos de elementos de 

malha de 100 mm a 30 mm possuem estabilidade nos resultados de tensão última, logo, é cabí-

vel adoção de tamanho elemento de malha que esteja nesse intervalo. Considerando acurácia 

de refinamento e tempo de processamento aceitáveis, adotou-se tamanho de malha de 50 mm 

para problema de estudo. 

3.4 Design Construtal Aplicado à Flambagem de Placas 

O método do Design Construtal é fundamentado em restrições com um ou mais graus 

de liberdade, sendo essas pautadas em objetivos (DA SILVEIRA, 2020). Neste trabalho, serão 

considerados dois graus de liberdade, a razão 𝑏/𝑎 da placa e a relação 𝑏0/𝑎0 da perfuração 

oblonga, nas Figuras 6 e 7. 

 

Figura 6 - Placa sem perfurações e simplesmente apoiada nas arestas, submetida à 

compressão biaxial (Autor, 2021). 
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Figura 7 - Placa com furo oblongo longitudinal centrado (Autor, 2021). 

Outra restrição do método Design Construtal se dará através da porção volumétrica da 

placa em relação ao furo, que é mantida constante, havendo alteração apenas na geometria do 

furo a partir da variação do grau de liberdade 𝑏0/𝑎0. A variação do volume das perfurações é 

embasada na fração volumétrica (𝜙) que é dada pela relação entre volume do furo (𝑉0) e o 

volume total da placa não perfurada (𝑉). Para uma placa retangular (ou quadrada), com perfu-

ração oblonga longitudinal (Figura 7) a fração volumétrica tem a seguinte forma:  

 

 

𝜙 =
𝑉0

𝑉
=

(𝑎0 − 𝑏0)𝑏0 +
𝜋
4 𝑏0

2

𝑏𝑎
 

(13) 

Onde, 𝜙 é a fração volumétrica, 𝑎 é o comprimento da placa, 𝑏 é a largura da placa, 𝑎0 

é o comprimento do furo e 𝑏0 é a largura do furo. 

 Para aplicação do método, mantêm-se constante o valor da fração volumétrica e 

a razão 𝑏/𝑎 e variando apenas o grau de liberdade 𝑏0/𝑎0 . Essa variação, para 𝑎0, são valores 

inteiros pré-determinados e para 𝑏0 são valores que satisfaçam a condição de igualdade imposta 

pela fração volumétrica (𝜙). 

 Neste estudo serão avaliadas a distribuições das tensões de von Mises ao longo 

da placa imposta a flambagem biaxial. Afim da obtenção das geometrias ótimas de melhor 

comportamento mecânico, utilizou-se o método DC, pelo qual é possível realizar a análise da 

distribuição de tensões, por meio da ótima distribuição das imperfeições, também entendidas 
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como concentrações máximas de tensões, para cada fração volumétrica (𝜙). Esse método de-

fine sua busca com base nos graus de liberdade que conjuntamente aplicado ao método da BE 

determinam a otimização geométrica, com base no comportamento da tensão última (𝜎𝑢)  ob-

tida para cada placa em estudo. 

3.4.1 Normalização da Tensão Última e Deslocamento Máximo 

A partir de uma referência, normaliza-se as tensões para obtenção de dados padroniza-

dos. Essa referência será obtida pela tensão última (𝜎𝑢𝑟) de uma placa retangular sem perfura-

ção e a partir deste dado serão feitas análises da flambagem elasto-plástica das placas com furo 

oblongo longitudinal. Para a análise, utiliza-se o fator de normalização NUS do termo em inglês 

Normalized Ultimate Stress, e este é obtido pela razão entre a tensão última da placa com furo 

e da placa de referência sem furo, e se apresenta na forma (DA SILVEIRA, 2021): 

 
𝑁𝑈𝑆 =

𝜎𝑢

𝜎𝑢𝑟
=

 �̅�𝑢/𝑡

 �̅�𝑢𝑟/𝑡
=  

 �̅�𝑢

 �̅�𝑢𝑟

 
(14) 

Onde, 𝜎𝑢 é a tensão última da placa perfurada em análise, 𝜎𝑢𝑟 a tensão última da placa 

de referência,  �̅�𝑢  a carga última da placa perfurada, �̅�𝑢𝑟 a carga última da placa de referência 

e 𝑡 a espessura da placa. 

Ainda segundo o mesmo autor, para casos em que o valor máximo de NUS se repete, 

utiliza-se em conjunção outro fator normalizado, este referente à deflexão máxima, o NMD do 

termo em inglês Normalized Maximum Deflection, que traduzido significa Máxima Deflexão 

Normalizada. A partir desse fator avalia-se geometrias que apresentam o menor valor NMD, 

em outras palavras, qual geometria sofreu menor deflexão ao alcançar a tensão última de flam-

bagem elasto-plástica. Como o fator NUS, o NMD é obtido a partir da razão em relação a um 

referencial e é dado pela seguinte relação: 

 
𝑁𝑀𝐷 =  

𝑈𝑧

𝑈𝑧𝑟
 

 

(14) 

 Onde, 𝑈𝑧 é a máxima deflexão da placa perfurada e 𝑈𝑧𝑟 a máxima deflexão da placa de 

referência sem perfuração. 
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3.5 Problema Estudado 

O material selecionado, foi o aço AH36 que, além de isotrópico, possui comportamen-

toelasto-plástico perfeito. Esse aço também chamado aço naval, segundo Bebon (2011), possui 

módulo de elasticidade (módulo de Young) 𝐸 = 210 GPa, coeficiente de Poisson de ν = 0,3 e 

tensão de escoamento  𝜎𝑦 = 355 MPa. 

A placa é submetida a condição de apoio simples, nas quatro bordas, a fim da restrição 

de movimento ao longo do eixo z e pontos de fixação nos eixos x e y para restringir a movimen-

tação nesses sentidos. Quanto às dimensões, mostradas na Figura 7, a placa retangular possui 

𝑎 = 2000 mm,  𝑏 = 1000 mm e 𝑡 = 12 mm, logo atende a relação 𝑏/𝑎 = 0,5. O furo oblongo 

longitudinal é centralizado e atende às seguintes frações volumétricas 𝜙 = 0,10; 0,15; 0,20. 

Será considerada a imperfeição inicial de flambagem proposta por El-Sawy et al. (2004) se-

gundo a Equação (8).  
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4 RESULTADOS  

Nesta seção serão expostos os resultados obtidos e as análises para as simulações das 

placas mencionadas na seção anterior. 

4.1 Placa de Fração Volumétrica ϕ = 0,10 

Foram realizadas simulações numéricas para placa retangular com 𝜙 = 0,10 e 𝑏/𝑎 =

0,5 fixos, mantendo-se a geometria do furo segundo a Figura 7, variando apenas a relação 

𝑏0/𝑎0. Foram obtidos quinze parâmetros de análise e simulados, estes podem ser observados 

pela Tabela 2. 

Tabela 2- Tensão última normalizada e máxima deflexão normalizada para relações 

𝑏0/𝑎0, na fração volumétrica 𝜙 = 0,10 (Autor, 2021). 

ϕ = 0,10 

𝒃𝟎/𝒂𝟎 𝑵𝑼𝑺 𝑵𝑴𝑫 

0,230051 0,743 1,156 

0,271234 0,741 1,116 

0,315138 0,728 1,038 

0,361579 0,728 1,052 

0,410366 0,728 1,063 

0,461307 0,728 1,080 

0,514210 0,728 1,097 

0,568881 0,728 1,118 

0,625130 0,728 1,143 

0,682768 0,728 1,178 

0,741613 0,719 1,151 

0,801485 0,720 1,198 

0,862214 0,684 1,007 

0,923633 0,684 1,026 

0,985585 0,684 1,048 

 

 A partir dos valores da tensão última normalizada (NUS) para cada geometria, obtive-

ram-se os resultados da Figura 8. Para a normalização da tensão foi utilizado 𝜎𝑢𝑟 = 50,59 MPa 

como valor de referência para a placa sem perfuração. Nos casos de geometrias em que o 
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máximo fator NUS se repete, se aplica o fator NMD com referência à deflexão máxima da placa 

não perfurada 𝑈𝑧𝑟 = 42,3422 mm. 

 

 

Figura 8 – Distribuição das tensões de von Mises para placas com 𝜙 = 0,10, em que (a) 

𝑏0/𝑎0 = 0,2300; (b) 𝑏0/𝑎0 = 0,4103; (c) 𝑏0/𝑎0 = 0,6827; (d) 𝑏0/𝑎0 = 0,8622; (e) 𝑏0/𝑎0 = 

0,9236 e (f) 𝑏0/𝑎0 = 0,9855 (Autor, 2021). 

 Analisando os resultados obtidos pela Figura 8 é possível observar como estão dispostas 

as tensões de von Mises para cada geometria do furo de acordo com a variação de 𝑏0/𝑎0. Na 

Figura 8 (a) apresenta-se como geometria de máximo desempenho onde 𝑏0/𝑎0 = 0,2300 cujo 

fator NUS = 0,743. Esta geometria com distribuição ótima de tensões, se contraposta às demais, 

apresenta maior área de cor vermelha, o que denota seu melhor desempenho pela distribuição 

das máximas tensões em uma área maior, ou ainda, melhor distribuição das imperfeições na 

área da placa. 

Além disso, contraposta às demais, apresenta maior alongamento da perfuração na di-

reção X e em área de cor vermelha, o que denota seu melhor desempenho pela distribuição das 

máximas tensões em uma área maior, ou ainda, melhor distribuição das imperfeições na área 

da placa. 

 Ao se comparar a geometria ótima, com a pior geometria (Figura 8 (f)) para essa fração 

volumétrica 𝜙 = 0,10, observa-se notável diferença entre a quantidade de áreas vermelhas, 

sendo estas presentes em maior quantidade na placa de geometria ótima, e na pior com NUS = 

0,684, existem menores áreas de cor vermelha em sua distribuição. Através da Figura 9 pode-

se obter as relações do fator NUS para todas as razões de aspecto 𝑏0/𝑎0 para 𝜙 = 0,10. 
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Figura 9 - Curva de tensão última normalizada para as placas de fração volumétrica 

 𝜙 = 0,10 (Autor, 2021). 

Através da Figura 9 vê-se notável distinção do NUS = 0,743 para geometria ótima, no 

primeiro ponto da curva. Vale pontuar também, que o pior comportamento se repetiu para as 

últimas três simulações como pode ser aferido pela Figura 9, também representada pela Figura 

8 (f) aquela de pior performance com base no maior fator NMD = 1,0483, ou seja, a placa que 

apresentou maior deflexão ao alcançar a tensão última de flambagem elasto-plástica dentre as 

de mesmo fator NUS. 

4.2 Placa de Fração Volumétrica ϕ = 0,15 

Para a fração volumétrica 𝜙 = 0,15 foram realizados os mesmos procedimentos da fra-

ção citada anteriormente. Neste caso, foram obtidos quatorze parâmetros de 𝑏0/𝑎0 para análise, 

estes valores podem ser observados segundo a Tabela 3, assim como os dados de tensão última 

e deflexão máxima obtidos através da simulação. 
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Tabela 3 - Tensão última e deflexão máxima para relações 𝑏0/𝑎0, na fração volumé-

trica 𝜙 = 0,15 (Autor, 2021). 

ϕ = 0,15 

𝒃𝟎/𝒂𝟎 𝑵𝑼𝑺 𝑵𝑴𝑫 

0,355899 0,654 1,086 

0,395344 0,649 1,091 

0,436264 0,649 1,141 

0,478554 0,640 1,112 

0,522109 0,632 1,100 

0,566825 0,623 1,086 

0,612597 0,623 1,126 

0,659322 0,624 1,190 

0,706901 0,588 0,980 

0,755234 0,588 1,004 

0,804225 0,579 0,974 

0,853783 0,579 0,999 

0,903815 0,561 0,911 

0,954236 0,561 0,927 

 

 Os fatores normalizados foram obtidos a partir dos mesmos valores de referência da 

placa sem furo anteriormente mencionada, 𝜎𝑢𝑟 = 50,59 MPa para o fator NUS e 𝑈𝑧𝑟 =

42,3422 mm para o fator NMD. A partir disto, assim como na fração volumétrica anterior, 

foram obtidos os valores da tensão última normalizada (NUS) para cada geometria, obtendo 

assim os resultados da Figura 10. 
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Figura 10 – Distribuição das tensões de von Mises para placas com 𝜙 = 0,15, em que (a) 

𝑏0/𝑎0 = 0,3558; (b) 𝑏0/𝑎0 = 0,5221; (c) 𝑏0/𝑎0 = 0,6125; (d) 𝑏0/𝑎0 = 0,7552; (e) 𝑏0/𝑎0 = 

0,8537 e (f) 𝑏0/𝑎0 = 0,9542 (Autor, 2021). 

Tendo em vista os resultados obtidos pela Figura 10, observa-se o comportamento sobre 

as placas em deflexão e como estas variam de acordo com a geometria do furo através das 

tensões de von Mises. Nota-se, de forma bastante significativa, que a Figura 10 (a) apresenta 

área de máximas tensões (cor vermelha) consideravelmente maior do que a Figura 10 (f), por 

exemplo.  

Graficamente, levando em consideração a magnitude da área de cor vermelha da Figura 

10 (a), esta configuração vai ao encontro da distribuição ótima das imperfeições, e de fato, esta 

placa apresenta geometria ótima com NUS = 0,654 para 𝑏0/𝑎0 = 0,3558. A pior geometria com 

NUS = 0,561 (Figura 10 (f)), para 𝜙 = 0,15, também corresponde à análise visual, já que esta 

apresenta área de cor vermelha muito menor se contraposta as demais, demonstrando que as 

máximas tensões (imperfeições do sistema) não puderam ser bem distribuídas.  

A partir da Figura 10 pode-se obter as relações do fator NUS para todas as razões de 

aspecto 𝑏0/𝑎0 para 𝜙 = 0,15, nota-se semelhança entre a curva da fração volumétrica anteri-

ormente apresentada visto que ambas decrescem drasticamente a partir de determinado ponto. 
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Figura 11 - Curva de tensão última normalizada para as placas de fração volumétrica 

𝜙 = 0,15 (Autor, 2021). 

Neste parâmetro, foi obtida apenas uma geometria ótima baseada no fator NUS, já para 

a pior, o fator apresentou repetição para as duas últimas simulações que podem ser notadas pela 

Figura 11, sendo 𝑏0/𝑎0 = 0,9542 aquela que sofreu maior deflexão máxima à flambagem elasto-

plástica entre as duas com NMD = 0,927. 

4.3 Placa de Fração Volumétrica ϕ = 0,20 

A metodologia também foi aplicada para a fração volumétrica 𝜙 = 0,20. Neste caso, 

foram obtidos treze parâmetros de 𝑏0/𝑎0 para análise, cujos valores resultantes da simulação 

(tensão última e deflexão máxima) estão evidenciados segundo a Tabela 4, a seguir. 
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Tabela 4 - Tensão última e deflexão máxima para relações 𝑏0/𝑎0, na fração volumé-

trica 𝜙 = 0,20 (Autor, 2021). 

ϕ = 0,20 

𝒃𝟎/𝒂𝟎 𝑵𝑼𝑺 𝑵𝑴𝑫 

0,475062 0,544 1,010 

0,512626 0,526 0,959 

0,551078 0,526 0,991 

0,590348 0,526 1,026 

0,630371 0,526 1,070 

0,671080 0,526 1,145 

0,712410 0,518 1,105 

0,754297 0,491 0,911 

0,796680 0,491 0,934 

0,839498 0,491 0,963 

0,882691 0,491 1,001 

0,926203 0,421 0,485 

0,969977 0,421 0,465 

 

A normalização foi obtida a partir dos mesmos valores de referência da placa sem furo 

anteriormente mencionada, 𝜎𝑢𝑟 = 50,59 MPa para o fator NUS e 𝑈𝑧𝑟 = 42,3422 mm para o 

fator NMD. Como padrão, igualmente às outras frações volumétricas, foram obtidos os valores 

da tensão última normalizada (NUS) para cada geometria, obtendo assim os resultados da Fi-

gura 12. 

 

Figura 12 - Distribuição das tensões de von Mises para placas com 𝜙 = 0,20, em que 

(a) 𝑏0/𝑎0 = 0,4750; (b) 𝑏0/𝑎0 = 0,6303; (c) 𝑏0/𝑎0 = 0,6710; (d) 𝑏0/𝑎0 = 0,7124; (e) 𝑏0/𝑎0 = 

0,8827 e (f) 𝑏0/𝑎0 = 0,9262 (Autor, 2021). 
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Através da Figura 12 é possível observar as diferentes distribuições das tensões de von 

Mises para cada geometria de fração volumétrica 𝜙 = 0,20. A Figura 12 apresenta uma geo-

metria com máximo desempenho, na Figura 12 (a), onde 𝑏0/𝑎0 = 0,4750 cujo NUS = 0,544. 

Assim como nas análises anteriores, nota-se que a geometria ótima apresenta maior distribuição 

de máximas tensões, áreas de cor vermelha, melhores distribuídas pela área da placa.  

A partir da Figura 13 pode-se observar a variação do fator NUS para todas as razões de 

aspecto 𝑏0/𝑎0 para 𝜙 = 0,20, nota-se que, diferente das demais, para essa fração volumétrica 

a curva possui decréscimo, ou queda, mais suave que as demais. 

 

 

Figura 13 - Curva de tensão última normalizada para as placas de fração volumétrica 

𝜙 = 0,20 (Autor, 2021). 

Neste caso, nota-se que na pior geometria (Figura 12 (f)) 𝑏0/𝑎0 = 0,9262 com NUS = 

0,421, a área de máxima tensão, na cor vermelha, é praticamente inexistente, existe maior pre-

dominância de áreas azuis e verdes, que configuram tensões mais baixas. Assim como na fração 

apresentada anteriormente, o pior caso se repetiu quanto ao fator NUS como pode ser observado 

pela Figura 13, sendo 𝑏0/𝑎0 = 0,9262 o apresentado na Figura 12 (f) a de maior deflexão má-

xima à flambagem elasto-plástica para NMD = 0,485. 

4.4 Comparação entre as Diferentes Frações Volumétricas 

Tendo em vista as otimizações da geometria da perfuração baseadas na razão de aspecto 

𝑏0/𝑎0 e nas frações volumétricas apresentadas anteriormente, foram obtidas e definidas as 
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geometrias ótimas. Visando a otimização da geometria ótima, serão discutidos a partir daqui os 

resultados obtidos para cada fração volumétrica, considerando a relação de variação entre os 

valores do fator NUS e o aspecto de razão 𝑏0/𝑎0, conforme a Figura 11. 

 

 

Figura 14 – Curvas de tensão última normalizada para as placas de fração volumétrica 

𝜙 = 0,10;  𝜙 = 0,15 e 𝜙 = 0,20. 

 A partir da análise gráfica da Figura 11, constata-se que com o aditamento da fração 

volumétrica existe uma queda, ou uma piora, no desempenho mecânico da placa. Ainda, pode-

se afirmar que, de forma geral, as geometrias ótimas tem em comum a presença de maior alon-

gamento do eixo da perfuração oblonga na direção X. Analisando as curvas, os melhores com-

portamentos mecânicos das geometrias ótimas obtidos são as perfurações com razão de aspecto 

𝑏0/𝑎0 ≤ 0,5. 

 Analisando primeiramente a fração 𝜙 = 0,10 a geometria de melhor desempenho me-

cânico NUS = 0,743 (𝑏0/𝑎0 = 0,2300) representou, consequentemente, a menor redução de 

25,65% do desempenho mecânico comparada à placa de referência sem perfuração. Ademais, 

a geometria ótima de razão 𝑏0/𝑎0 = 0,2300, para esta fração, significou melhoria de 8,62% 

contraposta ao pior comportamento mecânico NUS = 0,684 (𝑏0/𝑎0 = 0,9855). 

 Ao realizar a mesma análise acima para 𝜙 = 0,15, têm-se que para a geometria ótima 

desta fração volumétrica com NUS = 0,654 (𝑏0/𝑎0 = 0,3558) houve redução de 34,6% do com-

portamento mecânico. Tendo definida essa ótima geometria, comparada ao pior comportamento 
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NUS = 0,561 (𝑏0/𝑎0 = 0,9542) dentro das condições estabelecidas, houve melhoria de 16,6% 

apenas com variação dos parâmetros de geometria do furo. 

 Por fim, ainda dentro dos mesmos aspectos de análise anterior, para 𝜙 = 0,20 a geome-

tria que levou à melhor distribuição das imperfeições com NUS = 0,544 (𝑏0/𝑎0 = 0,4750) sig-

nificou redução de 45,6% do desempenho mecânico da placa comparada ao da placa de refe-

rência. Enquanto, comparada ao desempenho mínimo com NUS = 0,421 (𝑏0/𝑎0 = 0,9262) ob-

teve-se melhoria de 29,21%. 

 Para as frações volumétricas 𝜙 = 0,10;  0,15 e 0,20 analisadas conjuntamente, as geo-

metrias ótimas, como visto, estão para 𝑏0/𝑎0 = 0,2300 com NUS = 0,743; 𝑏0/𝑎0 = 0,3558 com 

NUS = 0,654 e 𝑏0/𝑎0 = 0,4750 com NUS = 0,544, respectivamente. A geometria duas vezes 

otimizada, consequentemente, é dada por NUS2o = 0,743 (𝑏0/𝑎0 = 0,2300; 𝜙 = 0,10), este va-

lor obtido representa redução de 25,65% do comportamento mecânico se comparado à placa de 

referência sem perfuração. Quando comparado ao pior comportamento mecânico NUS = 0,421 

(𝑏0/𝑎0 = 0,9262; 𝜙 = 0,20), o NUS duas vezes máximo, para a fração volumétrica ótima ϕo = 

0,10; pode apresentar uma melhoria de até 76,5% com variação dos parâmetros de geometria 

do furo e da fração volumétrica da placa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



 

40 

 

5 CONCLUSÕES 

Tendo ciência da aplicabilidade das placas finas perfuradas, principalmente para o con-

texto da engenharia, tratar da resistência mecânica através da flambagem elasto-plástica possi-

bilita melhoria no uso dessas estruturas, visto que seu comportamento após a flambagem elás-

tica viabiliza aumento da carga. Neste estudo feito através da simulação numérica pelo MEF, 

conjunto aos métodos DC e BE, objetivou-se a obtenção de geometrias ótimas que resultassem 

no melhor comportamento mecânico das placas finas de aço naval AH36 com perfuração 

oblonga longitudinal, sujeitas à flambagem elasto-plástica, decorrente de carregamento com-

pressivo biaxial. 

Ao analisar a fração volumétrica de 𝜙 = 0,10 constatou-se que a geometria ótima com-

preende razão de aspecto 𝑏0/𝑎0 = 0,2300 com melhor fator NUS = 0,743 entre todas frações 

volumétricas. Para esta fração, entretanto, foi obtida menor margem de melhoria, de até 8,62%, 

através da modificação do parâmetro 𝑏0/𝑎0.  

A respeito das placas de fração volumétrica em que 𝜙 = 0,15 a geometria cujo compor-

tamento apresentou ótima distribuição das imperfeições, conforme prevê os princípios da Lei 

Construtal, apresenta razão de aspecto 𝑏0/𝑎0 = 0,3558 que resultou em NUS = 0,654, com me-

lhoria de até 16,58% com modificação da geometria do furo. 

Já a fração volumétrica de 𝜙 = 0,20 apresentou os valores mais baixos de desempenho 

mecânico, tendo como melhor comportamento a geometria cujo 𝑏0/𝑎0 = 0,4750 com NUS = 

0,544. Por outro lado, foram as placas com maior possiblidade de melhoria em 29,21% pela 

variação de 𝑏0/𝑎0. 

Pode-se afirmar que, como esperado, as placas apresentaram redução de sua resistência 

mecânica decorrente da presença das perfurações, o que justifica a queda do valor de NUS 

comparado à placa sem furo utilizada como referência, assim como o aumento do furo manipu-

lado pelo aumento da fração de material retirado (maior fração volumétrica) também contribui 

para a redução deste fator. 

Além disso, também foi observado que existe a tendência entre as geometrias que con-

duzem à melhor performance em serem alongadas na direção X, o que atesta o fluxo de melhor 

distribuição das imperfeições, tendo em vista que pela relação 𝑏/𝑎 = 0,5 da placa retangular, 

esta apresenta maior alongamento na direção X, portanto maior área para distribuição. Foi ob-

tida melhoria de até 76,48% com variação dos parâmetros de geometria do furo e da fração 

volumétrica da placa. 
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5.1 Propostas de Trabalhos Futuros 

Como propostas de trabalhos futuros de pesquisas dentro do tema abordado, sugere-se: 

• Análise de diferentes razões de aspectos para a placa, a fim de que seja estudado o 

comportamento da distribuição das tensões advindas da flambagem biaxial em X e 

Y; 

• Averiguação de qual razão de aspecto das placas resulta na mudança de comporta-

mento na distribuição de tensões; 

• Análise de outras geometrias da perfuração, ou ainda, a mesma apresentada neste, 

entretanto disposta na forma vertical ou com variações em ângulo; 

• Análise para diferentes carregamentos distribuídos, para valores diversos, para a re-

lação das dimensões 𝑎 e 𝑏 da placa; 

• Análise da influência da variação geométrica da perfuração para a vida útil das pla-

cas sujeitas à carregamentos cíclicos; 

• Estudo do comportamento de placas perfuradas de materiais diferentes, como com-

pósito, por exemplo, sujeitas à flambagem elasto-plástica biaxial.  
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