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Resumo
Quando trabalhamos com cálculos numéricos em ambientes computacionais, operamos
sobre números de ponto flutuante. Dessa forma, o resultado é apenas uma aproximação
de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou truncamentos podem levar a
resultados incorretos, não podendo ser afirmada a exatidão das respostas estimadas sem
o auxílio de uma análise de erro. Ao utilizar-se intervalos para representação de valores
reais, torna-se possível controlar a propagação desses erros, pois resultados intervalares
carregam consigo a segurança de sua qualidade. Para obter o valor numérico das funções
densidade de probabilidade das variáveis aleatórias contínuas com distribuições se faz ne-
cessário o uso da integração numérica. Sendo o resultado obtido por aproximação, este
é afetado por erros. Nesse contexto, o presente trabalho possui o objetivo de definir a
função densidade de probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta de
forma intervalar utilizando o método de extensão intervalar, posteriormente, realizar-se
a implementação dessas utilizando linguagem de programação com suporte ao tipo inter-
valo. Duas abordagens acerca da aritmética intervalar serão consideradas: a aritmética
intervalar de Moore e a aritmética intervalar multidimensional RDM. A fim de verificar
a qualidade dos resultados intervalares obtidos, será feita uma análise de erro através do
cálculo das métricas de erro relativo, erro absoluto e diâmetro dos intervalos. Depois, de
forma a complementar o trabalho, ainda será feita análise de complexidade dos algorit-
mos desenvolvidos. Seguindo tal objetivo, deseja-se justificar que, ao utilizar aritmética
intervalar para o cálculo da função densidade de probabilidade com distribuição Beta, é
possível ter um controle automático de erros com limites confiáveis e, além disso, manter
o esforço computacional relativo aos cálculos com entradas reais.

Palavras-chave: Aritmética intervalar. RDM Intervalar. Análise de erros. Esforço
computacional. Distribuições de probabilidade.



Abstract
When working with numerical calculations in computational environments, we operate
on floating point numbers. Thus, the result is only an approximation of a real value and
errors created by rounding or truncation can be lead to incorrect results, which cannot
be considered as accurates without an error analysis. When using ranges to represent
real values, it becomes possible to control the spread of these errors, since interval results
have quality assurance. To obtain the numerical value of density functions of continuous
random variables with distributions is required the use of numerical integration. If the
result is obtained by approximation, it is affected by errors. In this context, this work
has the objective of define the probability density function with Beta distribution using
the interval extension method, by following some criteria of choose, and subsequently,
to implements this functions using programming language with support to interval type.
Two approaches to interval arithmetic will be considered: The interval arithmetic of
Moore and the multidimensional RDM interval-arithmetic. In order to verify the quality
of the interval results obtained, an error analysis will be done by calculating the relative
error, absolute error and interval diameter metrics. Then, in order to complement the
work, a complexity analysis of the developed algorithms will be done. The goal is to
verify that, when using interval arithmetic to calculate probability density function of
continuous random variables with distributions, it is possible to has an automatic error
control with reliable limits and also, maintain the computation effort for the calculations
with real entries.

Key-words: Interval arithmetic. Interval RDM. Error analysis. Computational effort.
Probability distributions.
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1 Introdução

Uma solução numérica exata requer muitas vezes uma sequência infinita de ope-
rações matemáticas exatas para ser calculada (MOORE; YANG, 1959). No entanto, o
conjunto de números representáveis em qualquer máquina é finito, portanto discreto. Isso
se reflete diretamente na possibilidade de serem constatadas fontes de erros, tais como:
simplificação no modelo matemático; erro de truncamento; erro de arredondamento; pro-
pagação dos erros nos dados de entrada, entre outros (FRANCO, 2006).

Os sistemas de computador atuais são padronizados para operar com formatos
e métodos da aritmética de ponto flutuante, conforme o padrão IEEE (ZURAS et al.,
2008), de modo que resultados numéricos e exceções como valores não normalizados ou
especiais como o infinito, por exemplo, sejam determinados a partir dos dados de entrada
do usuário. Desse modo, números reais são representados por aproximação através de
um subconjunto chamado números de máquina. Devido a essa representação são gerados
dois tipos de erros: o primeiro ocorre quando um valor real de entrada é aproximado para
um número de máquina; o segundo é causado pelos resultados intermediários gerados na
execução de cada operação e que vão se acumulando (LORETO, 2006).

A análise de erros numéricos é um processo importante para se obter resultados
confiáveis e precisos em processos computacionais. A relevância de tal processo se reflete
quando falhas envolvendo sistemas de computador ocorrem. Mesmo que, para a maioria
das pessoas, um software seja algo que opera de maneira invisível e pareça altamente
seguro, erros em sistemas podem exercer um grave impacto na sociedade (TAMAI, 2009).

A análise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagação de
erros numéricos em procedimentos computacionais. Através da sua utilização tem-se um
controle automático de erros com limites confiáveis, além de provas de existência e não
existência de solução de diversos problemas (LORETO, 2006). Justificando-se, assim, o
emprego de técnicas intervalares para contornar erros gerados pela aritmética de ponto
flutuante, fazendo-se possível obter resultados mais exatos com menor erro contido.

A matemática intervalar fornece uma alternativa aos erros ocasionados por apro-
ximações utilizando intervalos, os quais foram definidos com o propósito de automatizar
a análise do erro computacional. Na aritmética intervalar, um valor real 𝑥 é aproximado
por um intervalo fechado x que possui limites inferior e superior, da forma x=[x, �̄�], de
modo que este intervalo contenha o valor real 𝑥 (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009).
Dessa forma, todos os cálculos reais precisam ser substituídos por cálculos que utilizem
aritmética intervalar, além de que o comprimento deste intervalo pode ainda ser utilizado
como medida para avaliar a qualidade do intervalo solução (RATSCHEK; ROKNE, 1988).
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Intervalos podem ser aplicados em diversas áreas, tais como: programação mate-
mática, manipulação de equações, projeto de circuitos elétricos, estatística, processamento
de imagens, cálculo diferencial, física, engenharia química e muitos outros (TAKAHASHI;
BEDREGAL; LYRA, 2005)(MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009).

No estudo das variáveis aleatórias contínuas aplicadas no conjunto dos reais, R,
um problema enfrentado é o cálculo de probabilidades, visto que se faz necessário resolver
uma integral definida, referente à função densidade de probabilidade (f.d.p.). Sendo esta
resolvida normalmente de forma analítica, seu valor resultante é dado por aproximação e
pode ser afetado por erros de arredondamento ou truncamento (FINGER, 2014).

Dentre as diversas soluções de implementação possíveis para um dado problema,
é preciso avaliar qual é a mais adequada e, depois disso, julgar quanto à otimalidade da
solução desenvolvida. Para isso, existe a análise de algoritmos, a qual tem por objetivo
melhorar, quando possível, seu desempenho e qualificá-lo em termos de sua eficiência.
Existem diversos critérios para a avaliação de um algoritmo, dentre elas: quantidade de
memória ocupada, exatidão da saída, processamento requerido e tempo de processamento
(TOSCANI; VELOSO, 2009).

O objetivo deste trabalho é definir a função densidade de probabilidade da variável
aleatória contínua com distribuição Beta, acrescentando às já existentes na literatura
definidas desta forma. Utilizando o método de extensão intervalar para realizar essa
definição, o passo seguinte é aplicar duas abordagens diferentes como modo de computar
essa distribuição utilizando aritmética intervalar: a aritmética intervalar tradicional de
Moore (MOORE, 1966) e a aritmética multidimensional RDM, de Piegat e Landowski
(PIEGAT; LANDOWSKI, 2012). Para tanto, a implementação da função densidade será
desenvolvida utilizando o pacote de extensão para programação intervalar da linguagem
de programação Python, denominado IntPy (BARRETO, 2016), o qual dispõe definido o
tipo intervalo e operações sobre o tipo. Após a implementação, será analisada a qualidade
dos intervalos obtidos a fim de comparar resultados com a forma real da distribuição,
apurando sua exatidão.

Com a preocupação se a quantidade de processamento necessário ao utilizar-se in-
tervalos aumenta, pretende-se realizar a análise da complexidade dos algoritmos elabora-
dos para computar a função densidade de probabilidade das variáveis aleatórias contínuas
com distribuições, nas formas real e intervalar. Por meio desta análise será possível saber
se o cálculo utilizando intervalos para tal função oferece, além do controle automático de
erros com limites confiáveis, um esforço computacional aceitável quando comparado ao
cálculo da função densidade com valores reais.
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1.1 Objetivos
O objetivo principal deste trabalho é utilizar a matemática intervalar para criar a

definição intervalar para a função densidade de probabilidade da variável aleatória contí-
nua com distribuição Beta. Além disso, utilizar duas abordagens diferentes a respeito da
aritmética intervalar para computar a função densidade com distribuição Beta utilizando
um ambiente de desenvolvimento intervalar.

A fim de atingir o objetivo principal, os objetivos específicos a serem executados
são listados e detalhados logo abaixo:

∙ Definir a função densidade de probabilidade da variável aleatória contínua com dis-
tribuição Beta para entradas intervalares. Na literatura podem ser encontradas as
definições das funções densidade de probabilidade das variáveis aleatórias contínuas
Uniforme, Exponencial, Normal, Gama e Pareto nas quais é aplicado um método
da aritmética intervalar, chamado método de extensão intervalar, por meio do qual
se faz possível definir, a partir de uma função real, sua correspondente função in-
tervalar.

∙ Aplicar o método de extensão intervalar à função densidade de probabilidade da
variável aleatória contínua com distribuição Beta de modo que todas as entradas
que antes comporiam entradas reais, passem a receber entradas intervalares para os
parâmetros da função densidade.

∙ Depois de ser definida na forma intervalar, implementar a função densidade de
probabilidade com distribuição Beta, tanto real quanto intervalar. Utilizar, para
isso, a linguagem de programação Python (PYTHON, 2016), operando com o pacote
IntPy, desenvolvido por Barreto (2016), o qual possibilita a programação utilizando
intervalos.

∙ Utilizar duas abordagens diferentes da aritmética intervalar para as implementações
intervalares. A aritmética intervalar desenvolvida por Moore (1966), como sendo um
método já conhecido na literatura, portanto já aplicado inclusive nas distribuições
de probabilidade definidas de forma intervalar na literatura e, a aritmética intervalar
multidimensional RDM desenvolvida por Piegat e Landowski (2012), sendo esta uma
nova abordagem a respeito da aritmética intervalar, onde até mesmo as operações
aritméticas básicas estão definidas apenas conceitualmente.

∙ Apresentar os resultados de qualidade para os intervalos obtidos através da com-
putação da função densidade de probabilidade com distribuição Beta intervalar,
utilizando-se medidas de erro absoluto e erro relativo, bem como o cálculo do diâ-
metro do intervalo, o que se faz importante para avaliar a qualidade e precisão dos
intervalos.
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∙ Realizar a análise de complexidade dos algoritmos implementados a fim de analisar o
esforço computacional despendido para calcular a função densidade de probabilidade
da variável aleatória contínua com distribuição Beta, nas formas real e intervalar.
Com a análise da complexidade de algoritmos sendo realizada para cada forma da
distribuição, será possível justificar o controle da propagação de erros, mantendo
ainda um esforço computacional aceitável necessário para executar os cálculos uti-
lizando intervalos.

1.2 Organização do Trabalho
O presente trabalho organiza-se da seguinte forma:

O Capítulo 2 apresenta uma fundamentação teórica sobre matemática intervalar.
As duas abordagens para a matemática intervalar que serão utilizadas neste trabalhos
estão descritas neste capítulo. Conceitos e definições das operações, bem como o modo
em que essas operações são calculadas respeitando cada uma dessas abordagens são es-
pecificados em seções distintas. Exemplos são empregados de forma a esclarecer melhor
esses conceitos.

No capítulo seguinte, Capítulo 3, alguns trabalhos já desenvolvidos, relacionados
ao tema matemática intervalar e probabilidade e estatística, são apresentados de modo
que são contribuintes em conceitos e auxiliam em enriquecer o presente trabalho, alguns
resultados julgados importantes sobre tais trabalhos também são apresentados sucinta-
mente dentro de cada respectiva seção.

O Capítulo 4 apresenta um embasamento teórico em relação à representação nu-
mérica em sistemas de computador, os erros ocasionados por tal representação e também
as medidas utilizadas para mensurar esses erros. A forma de implementação de um algo-
ritmo utilizando aritmética intervalar e o conceito da aritmética de exatidão máxima são
abordados neste mesmo capítulo. Dando sequência, a definição intervalar para a função
densidade de probabilidade com distribuição Beta é apresentada na seção 4.1, englobando
também uma descrição matemática para a composição desta função. Na seção seguinte,
desenvolve-se a análise numérica onde são apresentados os resultados obtidos a partir
da computação da função densidade de probabilidade com distribuição Beta nas formas
real e intervalar, onde, para a forma intervalar os resultados são dispostos para ambas as
abordagens da aritmética intervalar utilizadas neste trabalho. A análise de qualidade a
partir das métricas de erros são apresentadas nessa mesma seção com o objetivo de apurar
a qualidade dos resultados intervalares obtidos.

O Capítulo 5 é reservado para a análise de complexidade dos algoritmos desenvol-
vidos para a computação da função densidade de probabilidade com distribuição Beta.
Separadamente, cada algoritmo é analisado em termos de suas operações necessárias para
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calcular a função da distribuição Beta, apurando-se, a partir disso, suas respectivas ordens
de complexidade.

As conclusões obtidas no presente trabalho são apresentadas no Capítulo 6. Reservou-
se este espaço para também apresentar as perspectivas de trabalhos futuros, os quais se
deseja desenvolver a partir do conhecimento adquirido no presente trabalho e dar conti-
nuidade em trabalhos relacionados..

Por fim, as referências bibliográficas são apresentadas.
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2 Aritmética Intervalar

Para muitos cientistas, a aritmética intervalar não representa grande importância,
sobretudo a exatidão dos resultados na resolução de problemas. Porém, na medida em que
se torna possível obter resultados exatos e com menor erro, este conceito ganha grande
relevância com o desenvolvimento da teoria da incerteza.

Desenvolvida por Liu (2007) em 2007, a teoria da incerteza trata de dados incertos,
para os quais não se pode afirmar sua exatidão, podendo ser deduzida com base em três
conceitos fundamentais: o primeiro é a medida de incerteza, a qual pode ser usada para
dimensionar o grau de crença em um dado evento incerto; o segundo conceito trata do
uso de uma variável incerta para representar quantidades não precisas; o último se refere
à distribuição de incerteza, o que descreve variáveis incertas de forma incompleta mas
simples de serem utilizadas (LIU, 2010). Dessa forma, a teoria da incerteza propõe como
uma das soluções um modelo matemático para o trabalho com fenômenos incertos, a
aritmética intervalar.

A teoria de matemática intervalar é descrita seguindo os conceitos desenvolvidos
inicialmente por Moore (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009) (MOORE, 1976) (MO-
ORE; YANG, 1959), sendo baseada no uso de intervalos fechados [𝑥, �̄�] de números reais
como elementos básicos e sua ideia do ponto de vista computacional, basicamente, é: dada
uma função 𝑓(𝑥) de variável real x pertencente a um intervalo x=[𝑥, �̄�], onde 𝑥, �̄� ∈ R, a
imagem da função 𝑓 é dada por:

𝑓(𝑥) = {𝑦|𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ �̄�},

onde nem sempre é representada exatamente, mas é possível determinar um intervalo y,
da forma y=[𝑦, 𝑦], tal que 𝑓 (𝑥) ⊆ y, logo: 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑦. A partir disso, pode-se então
definir uma função 𝐹 associada a 𝑓 pela transformação do intervalo [𝑥, �̄�] no intervalo
[𝑦, 𝑦], de modo que:

𝑓(𝑥) ⊆ 𝐹 (𝑥) = y.

Definição 1 (função intervalar): Seja 𝐹 : 𝑥 → 𝑦 uma função. Se 𝑥 = 𝐷𝑜𝑚(𝑓) ⊆ R
e 𝑦 = 𝐶𝑜𝑑(𝑓) ⊆ R, então, dizemos que 𝐹 é uma função intervalar de uma variável
intervalar.

A função 𝐹 , chamada de extensão intervalar de 𝑓 , deve ser a função que se afasta
o mínimo possível da diferença da imagem 𝑓(𝑥). A forma de apurar o erro obtido ao se
calcular 𝑓(𝑥) a partir do intervalo x é através cálculo do seu diâmetro.
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Definição 2 (diâmetro do intervalo): O diâmetro de um intervalo x = [𝑥, �̄�] ∈ R é
denotado por 𝑑𝑖𝑎𝑚(x) ou 𝑤(x), como sendo o número real não negativo (𝑥 ∈ R+) tal que
𝑑𝑖𝑎𝑚(x) = 𝑤(x) = �̄� − 𝑥.

O cálculo de expressões utilizando aritmética intervalar consiste basicamente na
extensão das operações aritméticas junto a um conjunto de operações “standard”, ou
padrão.

Na aritmética intervalar é utilizado um arredondamento especial, o chamado arre-
dondamento direcionado. Isso significa que os valores dos intervalos que contêm o resul-
tado das operações são arredondados para o menor e para o maior número de máquina,
obtendo-se assim um intervalo de máquina, com diâmetro mínimo, no qual a solução se
situa.

Uma distinção importante na matemática intervalar é entre a imagem intervalar
e a avaliação intervalar da uma função 𝑓(𝑥).

Definição 3 (imagem da função intervalar): A imagem intervalar de uma função 𝑓 ,
contínua no intervalo x, é definida como sendo o intervalo limitado pelo mínimo e pelo
máximo da imagem de 𝑓(𝑥), sendo x um elemento do intervalo x, da seguinte forma:

𝐼𝑚(𝑓(𝑥)) = {𝑚𝑖𝑛[𝑓(𝑥)], 𝑚𝑎𝑥[𝑓(𝑥)] | 𝑥 ∈ x}.

Na computação intervalar, segundo Kreinovich et al. (2013), pode-se obter o in-
tervalo solução, y = [𝑦, 𝑦] = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), por meio de métodos de aproximação, técnicas
de otimização, extensão intervalar e, ainda, por métodos considerados sofisticados como,
por exemplo, encontrar o melhor algoritmo, o qual estima intervalos mais estreitos, para
calcular a mesma função.

No presente trabalho será utilizado o método de extensão intervalar para definir de
forma intervalar a função densidade de probabilidade com distribuição Beta. O método
da extensão intervalar, segundo Ferson et al. (2002), com base nos conceitos de Moore
é, historicamente, o primeiro método para computar o intervalo solução de uma função.
Extensões intervalares foram propostas por Moore como forma de generalizar funções reais
em termos de intervalos. A principal abordagem de tal método tem como princípio de que
em um computador, todo algoritmo processa os dados de entrada executando operações
elementares, lógicas e aritméticas.

Para cada operação elementar sobre uma função 𝑓(𝑥, 𝑦), se são conhecidos os in-
tervalos de x e y para 𝑥 e 𝑦, pode-se então calcular a imagem exata 𝑓(𝑥, 𝑦) por meio da
aritmética intervalar definida por Moore, Kearfott e Cloud (2009). Com isso, é possível
repetir a computação, utilizando a extensão intervalar, formando o programa f passo-a-
passo, sendo necessário substituir cada operação elementar de números reais pela corres-
pondente operação em aritmética intervalar.
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Segundo Santiago, Bedregal e Acióly (2006), a extensão intervalar proposta por
Moore pode ser definida da seguinte forma:

Definição 4: A função 𝐹 : 𝐼(R) → 𝐼(R) é uma extensão intervalar de uma função
𝑓 : R → R, se para todo 𝑥 ∈ R, 𝐹 ([𝑥, 𝑥]) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)].

Pode-se também avaliar a corretude de uma função intervalar 𝐹 em relação à uma
função real 𝑓 , por via de regra:

Definição 5: Uma função intervalar 𝐹 está correta em relação à 𝑓 , real, se satisfaz à
propriedade:

𝑥 ∈ [𝑥, �̄�] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 ([𝑥, �̄�])

É possível dizer ainda que 𝐹 representa 𝑓 ou que 𝐹 é uma representação intervalar
de 𝑓 . Um algoritmo intervalar A(x) está correto em relação à 𝑓 , ou a representa, se este
pode ser interpretado em uma função intervalar parcial 𝐹 que representa 𝑓 (SANTIAGO;
BEDREGAL; ACIÓLY, 2006).

2.1 Aritmética Intervalar de Moore
Na aritmética intervalar desenvolvida por Moore é possível calcular valores através

de operações elementares conhecidas da matemática básica, tais como: adição, subtração,
multiplicação e divisão. Porém, ao invés de se operar sobre valores reais, R, tais cálculos
são realizados sobre intervalos da forma [𝑥, �̄�].

Assim, considerando IR, chamado conjunto de intervalos reais, o conjunto que
representa todos os intervalos fechados de números reais, pode-se expressar um intervalo
x como:

{x = [𝑥1, 𝑥2]|𝑥1, 𝑥2 ∈ R, 𝑥1 ≤ 𝑥2},

onde 𝑥1 e 𝑥2 representam, respectivamente o limite inferior 𝑥 e o limite superior �̄� do
intervalo.

O ponto-chave das definições de Moore, as quais serão expostas logo a seguir, é que
a computação sobre intervalos ocorre sobre conjuntos, ou seja, quando se faz a adição de
dois intervalos, por exemplo, o intervalo resultante é um novo conjunto contendo as somas
de todos os pares de números das duas séries iniciais. Nessa aritmética, quando o método
de extensão intervalar é aplicado, apenas as “fronteiras” do intervalo são consideradas,
ou seja, somente os valores que representam os limites do intervalo são utilizadas nos
cálculos.

As operações básicas da aritmética intervalar serão explicitadas sobre o conjunto
de intervalos x = [𝑥, �̄�] e y = [𝑦, 𝑦] de valores reais quaisquer.
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A operação de adição entre dois conjuntos, x e y, se dá do seguinte modo:

x + y = [𝑥 + 𝑦, �̄� + 𝑦].

De forma semelhante à adição, a diferença entre dois conjuntos, x e y, é apresen-
tada:

x − y = [𝑥 − 𝑦, �̄� − 𝑦].

O produto entre x e y utiliza as operações de 𝑚𝑖𝑛 e 𝑚𝑎𝑥, de modo a considerar a
possibilidade de valores negativos nos intervalos, desse modo, a operação de multiplicação
é dada por:

x · y = [𝑚𝑖𝑛{𝑥𝑦, 𝑥𝑦, �̄�𝑦, �̄�𝑦}, 𝑚𝑎𝑥{𝑥𝑦, 𝑥𝑦, �̄�𝑦, �̄�𝑦}].

Se ambos os intervalos forem de valores positivos, pode-se realizar a operação de
multiplicação de forma simplificada:

x · y = [𝑥𝑦, �̄�𝑦]

O quociente entre x e y é dado de forma semelhante à multiplicação. Considerando
a possibilidade de valores negativos, pode-se operar da seguinte forma:

x/y = [𝑚𝑖𝑛{𝑥/𝑦, 𝑥/𝑦, �̄�/𝑦, �̄�/𝑦}, 𝑚𝑎𝑥{𝑥/𝑦, 𝑥/𝑦, �̄�/𝑦, �̄�/𝑦}]

Porém, se ambos os intervalos forem positivos, a forma simplificada para a operação
de divisão pode ser expressa por:

x/y = [𝑥/𝑦, �̄�/𝑦]

Assume-se que y possui elementos não nulos {𝑦 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0}, para ambas as formas
de operação dispostas.

Assim, as operações (adição, subtração, multiplicação e divisão) podem ser exe-
cutadas e, como resultado, obtém-se então um intervalo com elementos resultantes da
operação computada sobre as respectivas posições dos elementos dos conjuntos que com-
põem a operação sobre x e y.

Exemplo: Sejam os intervalos reais x e y, sendo A = [2, 7] e B = [3, 4], tem-se então
as operações definidas na aritmética de Moore:

𝐴 + 𝐵 = [2 + 3, 7 + 4] = [5, 11]

𝐴 − 𝐵 = [2 − 4, 7 − 3] = [−2, 4]
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𝐴 · 𝐵 = [2 · 3, 7 · 4] = [6, 28]

𝐴/𝐵 =
[︁

2
4 , 7

3

]︁
= [0.5, 2.3]

2.2 Aritmética Intervalar Multidimensional
A aritmética intervalar multidimensional foi desenvolvida principalmente por Pie-

gat e Landowski (PIEGAT; LANDOWSKI, 2012)(PIEGAT; LANDOWSKI, 2013a) com
base na teoria da incerteza desenvolvida por Liu (2010), como sendo uma alternativa para
algumas limitações encontradas na aritmética intervalar de Moore, tais como: problema
do excesso de largura dos intervalos, dependência de dados e solicitação para introduzir
entropia negativa em sistemas (LANDOWSKI, 2015).

Como na prática qualquer valor, parâmetro ou variável, está sujeito a ser calcu-
lado com um fator de erro, estes não podem ser precisamente conhecidos. Sendo que
todo cálculo numérico pode ser expresso na forma de intervalos, assim como a aritmética
intervalar desenvolvida por Moore, a aritmética intervalar multidimensional de Piegat
também pode ser utilizada como base para outras ciências que buscam solucionar proble-
mas relacionados à incerteza (PIEGAT; LANDOWSKI, 2013b).

A abreviatura RDM (do inglês, Relative Distance Measure) significa Medida da
Distância Relativa, sendo caracterizada como “multidimensional” por permitir perceber
que cada novo parâmetro de incerteza de um sistema, aumenta a sua dimensionalidade.
De modo geral, RDM possui essa descrição quando dado um valor 𝑥, pertencente a um
intervalo x = [𝑥, �̄�], é descrito utilizando uma variável RDM 𝛼𝑥 da seguinte forma:

𝑥 = 𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥), onde 𝛼𝑥 ∈ [0, 1].

Por definição, o intervalo x = [𝑥, �̄�] é descrito em notação RDM do seguinte modo:

x = {𝑥 : 𝑥 = 𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥), 𝛼𝑥 ∈ [0, 1]}.

A variável RDM 𝛼𝑥 dá a possibilidade de se obter qualquer valor entre as bordas
do intervalo, ou seja, entre o limite inferior 𝑥 e o limite superior �̄� do intervalo x. Dado
que 𝛼𝑥 ∈ [0, 1], se 𝛼𝑥 = 0, o valor do intervalo x é igual a 𝑥 e, caso 𝛼𝑥 = 1, o valor de x é
igual a �̄�. Por exemplo, supondo que o valor 𝑥 pertence ao intervalo [2, 4], utilizando-se
a notação RDM, o valor 𝑥 pode ser expressado por 𝑥 = 2 + 2𝛼𝑥. A partir disso fica claro
que, quando 𝛼𝑥 = 0, 𝑥 assume o valor 2, para 𝛼𝑥 = 1 o valor de 𝑥 é 4.

A Figura 1 ilustra o intervalo x = [𝑥, �̄�] e o significado da variável RDM 𝛼𝑥, dado
que 𝑥 ≤ �̄�.
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Figura 1 – Intervalo x e o significado da variável RDM

Fonte: (PIEGAT; LANDOWSKI, 2013b).

Para dois intervalos, x = [𝑥, �̄�] e y = [𝑦, 𝑦], com limites superior e inferior quais-
quer, o intervalo solução para as operações básicas RDM pode ser obtido por:

x + y = [𝑚𝑖𝑛{x + y}, 𝑚𝑎𝑥{x + y}]

x − y = [𝑚𝑖𝑛{x − y}, 𝑚𝑎𝑥{x − y}]

x · y = [𝑚𝑖𝑛{x · y}, 𝑚𝑎𝑥{x · y}]

x/y = [𝑚𝑖𝑛{x/y}, 𝑚𝑎𝑥{x/y}]

Assim como na aritmética proposta por Moore, na aritmética RDM as operações
também são efetuadas sobre intervalos, obtendo-se um resultado intervalar. A aritmética
multidimensional possui as quatro operações matemáticas básicas definidas na literatura:
soma, subtração, multiplicação e divisão.

Dependendo do número de variáveis nos cálculos numéricos aos quais se aplica
RDM, a solução intervalar obtida é um espaço multidimensional. Em contrapartida à
aritmética de Moore, a qual oferece soluções unidimensionais (LANDOWSKI, 2015).

Em vista disso, nesta subseção as operações básicas definidas na arimética mul-
tidimensional RDM serão explicitadas sobre os conjuntos x = [𝑥, �̄�] e y = [𝑦, 𝑦], sendo
que, de acordo com as definições apresentadas por Landowski (2015), estes intervalos são
representados da seguinte forma:

x = [𝑥, �̄�] = {𝑥 : 𝑥 = 𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥), 𝛼𝑥 ∈ [0, 1]};

y = [𝑦, 𝑦] = {𝑦 : 𝑦 = 𝑦 + 𝛼𝑦(𝑦 − 𝑦), 𝛼𝑦 ∈ [0, 1]}.

Sobre esses dois intervalos, define-se a operação de soma da seguinte forma:

x + y = {𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥) + 𝑦 + 𝛼𝑦(𝑦 − 𝑦); 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 ∈ [0, 1]}.

O cálculo da subtração obedece à seguinte forma de operação:

x − y = {𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥) − 𝑦 − 𝛼𝑦(𝑦 − 𝑦); 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 ∈ [0, 1]}.
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O produto entre os intervalos 𝑥 e 𝑦 é dado por:

x · y = {[𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥)] · [𝑦 + 𝛼𝑦(𝑦 − 𝑦)]; 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 ∈ [0, 1]}.

O cálculo do quociente pela aritmética RDM se dá da seguinte forma:

x/y = {[𝑥 + 𝛼𝑥(�̄� − 𝑥)]/[𝑦 + 𝛼𝑦(𝑦 − 𝑦)]; 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 ∈ [0, 1], 0 /∈ 𝑌 }.

Exemplo: Para demonstrar a multidimensionalidade da aritmética RDM, serão utiliza-
dos os intervalos 𝐴 = [1, 2] e 𝐵 = [3, 4]. Considerando o uso das variáveis RDM 𝛼𝑎 e 𝛼𝑏

pertencentes ao intervalo [0, 1].

A solução para os intervalos 𝐴 e 𝐵 obedecem à seguinte regra:

𝐴 = [1, 2] = {𝑎 : 𝑎 = 1 + 𝛼𝑎, 𝛼𝑎 ∈ [0, 1]}

𝐵 = [3, 4] = {𝑏 : 𝑏 = 3 + 𝛼𝑏, 𝛼𝑏 ∈ [0, 1]}

Para a obtenção dos intervalos solução, as operações são dispostas a seguir:

𝐴 + 𝐵 =
[︂
𝑚𝑖𝑛(4 + 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]
, 𝑚𝑎𝑥(4 + 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]

]︂
= [4, 6]

𝐴 − 𝐵 =
[︂
𝑚𝑖𝑛(−2 + 𝛼𝑎 − 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]
, 𝑚𝑎𝑥(−2 + 𝛼𝑎 − 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]

]︂
= [−3, −1]

𝐴 · 𝐵 =
[︂
𝑚𝑖𝑛(3 + 3 · 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏 + 𝛼𝑎 · 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]
, 𝑚𝑎𝑥(3 + 3 · 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏 + 𝛼𝑎 · 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]

]︂
= [3, 8]

𝐴/𝐵 =
[︂
𝑚𝑖𝑛[(1 + 𝛼𝑎)/(3 + 𝛼𝑏)]

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]
, 𝑚𝑎𝑥(4 + 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏)

𝛼𝑎,𝛼𝑏∈[0,1]]

]︂
=

[︁
1
4 , 2

3

]︁

A aritmética multidimensional RDM difere da aritmética de Moore apresentada
na seção 2.1, tanto em suas definições para as operações aritméticas quanto para o cálculo
das mesmas, levando em consideração o uso da variável RDM 𝛼. Ao utilizar diferentes
métodos para obter valor numérico de um mesmo cálculo, em geral, pretende-se que o
resultado seja o mesmo. Entretanto, o cálculo utilizando aritmética RDM pode nem
sempre retornar valores de resultado iguais quando comparado à aritmética de Moore
justamente pela ideia de considerar os valores entre os limites do intervalo, porém tais
resultados ou serão iguais ou bem próximos.
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3 Trabalhos Relacionados

O presente capítulo apresenta os trabalhos considerados relevantes e de maior re-
lação com o que está sendo proposto no presente trabalho. Cada seção apresentará, de
forma sucinta, diversos conceitos que contribuíram com o entendimento dos conceitos e
vêm a enriquecer a base teórica desenvolvida. Além disso, são apresentados alguns resul-
tados obtidos em cada um desses, os quais serviram de referência para o desenvolvimento
dos objetivos apresentados.

3.1 Extensão intervalar para as variáveis aleatórias com distribui-
ções Uniforme, Normal, Gama, Exponencial e Pareto
Ao se implantar o uso de intervalos em cálculos computacionais uma das pre-

ocupações quando se deseja o controle automático de erros é manter o mesmo esforço
computacional quando se utiliza a aritmética com valores reais de entrada. Em vista
disso, Finger (2014) desenvolveu sua dissertação com objetivos semelhantes aos apresen-
tados neste trabalho. Definiu a função densidade de probabilidade das variáveis aleatórias
contínuas com distribuições Gama e Pareto com entradas intervalares utilizando o método
de extensão intervalar. Além disso, ela acrescenta a análise de complexidade dos algo-
ritmos desenvolvidos para computar as funções densidade de probabilidade das variáveis
aleatórias com distribuições Uniforme, Exponencial, Normal, Pareto e Gama a partir de
resultados obtidos com as implementações utilizando o pacote IntPy.

São apresentadas, quando possível, duas formas de obtenção dos intervalos para as
funções densidade citadas, uma utilizando o método de Simpson Intervalar, definido por
Caprani, Madsen e Nielsen (2002), e outra a partir da primitiva da função. Acrescendo-se
a isso, são apresentados os resultados de qualidade para cada função de acordo com as
medidas de erro absoluto e erro relativo, bem como o cálculo do diâmetro do intervalo.

A análise de complexidade de um algoritmo representa a quantidade de trabalho
por ele gasto para resolver um determinado problema. O resultado da análise foi obtido
a partir dos algoritmos implementados para cada distribuição utilizando a primitiva da
função ou método de Simpson, os quais podem ser observados na Tabela 1 apresentada
logo a seguir.
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Tabela 1 – Esforço computacional das distribuições

Complexidade Real Complexidade IntervalarDistribuição Primitiva da Função Simpson Primitiva da Função Simpson
Uniforme 𝑂(1) - 𝑂(1) -

Exponencial 𝑂(1) 𝑂(2𝑛) 𝑂(1) 𝑂(2𝑛)
Normal - 𝑂(2𝑛) - 𝑂(2𝑛)
Gama - 𝑂(2𝑛) - 𝑂(2𝑛)
Pareto 𝑂(1) 𝑂(2𝑛) 𝑂(1) 𝑂(2𝑛)

Como conclusão de tais resultados, a autora afirma que utilizando a primitiva
da função como solução, os algoritmos podem ser executados com menor esforço para
computar o resultado das funções com entradas reais, ou seja, em menor complexidade.
Para as funções na forma intervalar, a mesma observação é feita, chegando à conclusão
de que em ambas as formas, real e intervalar, as melhores soluções podem ser obtidas
através da aplicação da primitiva da função. E, além disso, concluiu que a utilização de
intervalos nessas distribuições mantém o mesmo esforço computacional que a forma real.

3.2 Estatística Descritiva Intervalar
O trabalho desenvolvido por Loreto (2006) traz como tema a complexidade dos

problemas de cálculo de indicadores estatísticos com entradas intervalares. Para isso,
foram definidos, com uma abordagem intervalar, alguns indicadores estatísticos através
do método de extensão intervalar, tais como: as separatrizes coeficiente de variação inter-
valar, mediana intervalar, quartil, decil e percentil intervalares. Ela reuniu ainda outros
indicadores estatísticos já definidos na forma intervalar, como a média intervalar, moda in-
tervalar, variância intervalar, desvio padrão intervalar, covariância intervalar e coeficiente
de correlação intervalar.

A Figura 2 contém uma relação de todas as expressões dos indicadores intervalares
contidos na tese de Loreto.
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Figura 2 – Indicadores Estatísticos Intervalares

Fonte: (LORETO, 2006).

A fim de mostrar a qualidade de aproximação nos intervalos solução para os in-
dicadores estatísticos intervalares, foi realizado um estudo de caso onde comparou-se os
resultados reais com os intervalares para cada um dos indicadores, avaliando se os inter-
valos resultantes englobam a resposta real exata. Para esse fim, ela utilizou exemplos
numéricos através da aplicação de valores de índice de massa corporal de alunos do ensino
fundamental. A efetiva certificação foi feita por meio do cálculo da medida de erro, onde,
em todos os exemplos considerados, verificou-se que a qualidade no intervalo solução foi
mantida.

3.3 Critérios para Análise e Escolha de Ambientes Intervalares
Na existência de vários ambientes computacionais intervalares, muitas vezes é di-

fícil a decisão de qual é o mais adequado ou o melhor para se trabalhar na execução de
um futuro trabalho. Pensando nisso, Balboni et al. (2014) desenvolveram uma análise
quanto aos critérios de qualidade de software, critérios de linguagens de programação e
critérios de qualidade do intervalo solução. Realizaram a análise desses critérios para os
seguintes ambientes: Maple Intervalar, IntLab, IntPy, C-XSC, Fortan-XSC, PascalXSC e
Java-XSC.

Salientando que não existem na literatura critérios para avaliar ambientes interva-
lares, mas encontram-se ambientes que são softwares e outros linguagens de programação,
o trabalho adota como critérios de avaliação para o melhor ambiente intervalar: avali-
ação para linguagens de programação, qualidade de software e qualidade do resultado
intervalar.

Para a avaliação de linguagens de programação, segundo Sebesta e Mukherjee
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(2002), existem critérios que as diferenciam umas das outras, os quais afetam diretamente
na finalidade para que a linguagem será projetada, como: legibilidade, manutebilidade,
simplicidade, ortogonalidade, suporte a abstração, verificação de tipos e manipulação de
exceções. Tais critérios são explicitados detalhadamente no trabalho desenvolvido por
Balboni et al. (2014).

Os objetivos de qualidade de um software determinam as propriedades gerais que
o produto deve possuir (ROCHA; CAMPOS, 1993). Para Pressman (2011), a qualidade
de um software pode ser definida, de modo geral, como uma gestão de qualidade efetiva
aplicada de modo a criar um produto útil que forneça valor mensurável para aqueles
que o produzem e o utilizam. Foram consideradas algumas características para um soft-
ware de boa qualidade, as quais são: manutenibilidade, operacionalidade, portatilidade,
reutilizabilidade, eficiência, rentabilidade e avaliabilidade.

A fim de verificar qual ambiente retorna o intervalo solução com melhor qualidade
(intervalo com menor diâmetro), apresenta-se uma análise da qualidade dos intervalos
obtidos na linguagem C-XSC, no pacote IntPy, na biblioteca IntLab e no software Maple
Intervalar, os quais possibilitam a programação utilizando operações definidas na matemá-
tica intervalar. A análise dá-se através da aplicação dos indicadores estatísticos descritivos
intervalares: Media, Mediana, Variância, Amplitude Total, Desvio Padrão, Coeficiente de
Variação, Covariância e Coeficiente de Correlação. A Figura 3 apresenta um quadro onde
são mostrados os resultados intervalares obtidos a partir de valores reais aplicados aos
indicadores citados.

Figura 3 – Valores reais e intervalares

Fonte: (BALBONI et al., 2014).

Objetivando escolher o melhor ou mais adequado ambiente para se desenvolver
trabalhos que requerem controle de erros e garantia de soluções exatas na resolução de
problemas, conclui-se, dentre as análises realizadas, que a linguagem de programação
Python apresentou os melhores resultados em se tratando de exatidão, verificada com
os critérios de qualidade do intervalo, em comparação a C-XSC e aos pacotes Maple
Intervalar e IntLab. Além disso, salienta-se que o IntPy é de fácil utilização e instalação,
possui manual, é um software gratuito e apresenta exatidão de resultados, sendo este
adotado em trabalhos futuros.
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3.4 Computação Científica Auto Validável em Python
Varjao (2011) desenvolveu funções matemáticas específicas para a linguagem de

programação Python, estendendo as operações possíveis ao utilizar-se o pacote IntPy
(BARRETO, 2016).

O cálculo de probabilidades intervalares para as variáveis aleatórias contínuas tam-
bém foi desenvolvido. Após, realizaram-se comparações de desempenho sobre rotinas que
já haviam sido implementadas em outro pacote de desenvolvimento intervalar, o chamado
IntLab.

O suporte para a realização de operações matemáticas sobre intervalos é o uso
de arredondamentos direcionados (KULISCH; MIRANKER, 2014) nos extremos dos in-
tervalos, ou seja, o limite inferior x é arredondado para baixo (▽) e o limite superior �̄�

é arredondado para cima (△). Por exemplo, o intervalo [2.71828, 3.14159] se arredon-
dado utilizando a técnica de arredondamento direcionado, para quatro casas decimais, o
intervalo resultante torna-se [2.7183, 3.1416].

A lista completa de funções implementadas por Varjão é apresentada na Tabela 2,
a qual contém um quadro apresentando os atributos referentes às operações e sua descrição
de retorno de resultado.

Tabela 2 – Funções Implementadas por Varjão

Atributo Retorno
pow Potência do intervalo
sqrt Raiz Quadrada do intervalo
log Logaritmo do intervalo
exp Exponencial do intervalo
sin Seno do intervalo
cos Cosseno do intervalo
tan Tangente do intervalo
asin Arco Seno do intervalo
acos Arco Cosseno do intervalo
atan Arco Tangente do intervalo
sinh Seno Hiperbólico do intervalo
cosh Cosseno Hiperbólico do intervalo
tanh Tangente Hiperbólica do intervalo

Tais funções estão contidas na classe stdfunc (standard functions), a qual herda o
atributo IReal e, como característica principal, possui a extensão das operações listadas
acima sobre o atributo IReal.

Ele conclui que que o IntPy obteve resultados satisfatórios quando comparado aos
resultados encontrados no Intlab, em tempo de processamento e em precisão de máquina,
não encontrando dificuldades para realizar as implementações das funções intervalares em
Python.
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3.5 Diferenças entre Aritmética de Moore e Aritmética Intervalar
RDM
Partindo do conceito de que a teoria da incerteza busca solucionar problemas

numéricos envolvendo dados incertos, a computação numérica intervalar se faz necessária
para a computação desses problemas.

Sendo a aritmética intervalar desenvolvida por Moore a mais conhecida e também,
aparentemente, a mais utilizada pela comunidade científica, o trabalho desenvolvido por
Landowski (2015) faz um comparativo entre a aritmética de Moore e a aritmética interva-
lar multidimensional RDM. Para isso, ele apresenta tanto as operações aritméticas básicas
de soma, subtração, multiplicação e divisão definidas na aritmética de Moore, quanto na
forma definida na aritmética multidimensional RDM. Além disso, são utilizados exemplos
numéricos como meio comparativo entre as duas metodologias apresentadas.

No trabalho de Landowski são apresentadas ilustrações que permitem perceber
como os valores dos intervalos são dispostos no plano, salientando que os valores entre os
extremos, inferior e superior, do intervalo são considerados na arimética multidimensio-
nal. A ilustração construída por Landowski é apresentada na Figura 4. Nesta ilustração
são apresentadas quatro disposições no plano tridimensional, na qual são demonstradas
cada uma das operações sob a abordagem multidimensional RDM. Dois intervalos foram
utilizados nos cálculos: 𝐴 = [1, 2] e 𝐵 = [3, 4].

Figura 4 – Plano tridimensional para as operações elementares utilizando aritmética
RDM

Fonte: (LANDOWSKI, 2015).
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Além das operações básicas, o trabalho apresenta propriedades como comutativi-
dade, associatividade, elementos neutros da multiplicação e divisão, inversão de elementos,
sub distributivo e cancelamento.

Por fim, Landowski conclui que a aritmética de Moore não resolve problemas
mais complexos e que suas soluções são unidimensionais, não apresentando uma solução
completa. Por outro lado, a aritmética multidimensional RDM apresenta os mesmos
resultados para diferentes formas de uma mesma equação.

3.6 Duas Interpretações para a Aritmética Multidimensional RDM
- Multiplicação e Divisão
O trabalho desenvolvido por Piegat e Landowski (2013b) é na verdade continuação

de outro desenvolvido anteriormente, onde tratou-se das operações de soma e subtração.
Neste, são apresentadas duas interpretações e formas de realização para as operações de
multiplicação e divisão utilizando intervalos. Uma delas utilizando o que chamam de
interpretação possibilística, onde as operações são realizadas da forma como são apresen-
tadas da aritmética multidimensional RDM convencional, a qual os autores apontam ser
muito importante no contexto de sistemas fuzzy. A segunda interpretação é chamada de
probabilística condicional, na qual são utilizadas distribuições de densidade de probabi-
lidade, no caso, uma distribuição Uniforme. Ambas são exemplificadas no decorrer do
trabalho sob conceito da aritmética multidimensional RDM.

Os autores ressaltam que ambas as abordagens não são contraditórias, mas sim
complementares e, além disso, expõem que a possibilidade de realizar cálculos numéricos
utilizando intervalos de duas maneiras distintas é um argumento científico na proposta
de duas abordagens diferentes para a modelagem da teoria da incerteza: a possibilística
e a probabilística.

Como forma de colocar à prova a aritmética intervalar de Moore, neste trabalho,
Piegat e Landowski levantam a questão de que a aritmética de Moore trata dos valores
envolvidos no cálculo anonimamente, não levando em consideração se as variáveis perten-
cem ao mesmo contexto do problema. Além de que apenas as “fronteiras” do intervalo são
levadas em consideração, ou seja, apenas os limites superior e inferior, não considerando-se
os valores entre esses limites. Cabe citar outro trabalho destes mesmos autores, intitulado
“Is the conventional interval arithmetic correct?” (PIEGAT; LANDOWSKI, 2012), onde
mais uma vez a aritmética de Moore é questionada quanto à sua corretude para todas as
aplicações.

Como conclusão, Piegat e Landowski salientam que a versão possibilística para as
operações, ou usual, possui um grande significado prático pois, em problemas práticos,
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normalmente não se tem conhecimento aprofundado sobre distribuições de probabilidade
para que sejam aplicadas, apenas se conhecem os limites do intervalo representando os
valores de aproximação para valores desconhecidos exatamente.



30

4 Definição Intervalar da Função Densidade
de Probabilidade com Distribuição Beta

O presente capítulo tem como objetivo apresentar a definição intervalar para a
função densidade de probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta
desenvolvida a partir do método de extensão intervalar, sendo esta computada sob duas
abordagens diferentes: a aritmética intervalar definida por Moore (1966) e a aritmética
multidimensional RDM, de Piegat e Landowski (2012). Com o intuito de comparar e
apurar a exatidão dos resultados obtidos, fez-se uso de um ambiente computacional de
desenvolvimento intervalar, realizando-se a implementação dos algoritmos para a fun-
ção densidade com distribuição Beta utilizando a linguagem de programação Python
(PYTHON, 2016) e o pacote intervalar IntPy (BARRETO, 2016), tanto para entradas de
valores reais quanto intervalares. A partir disso, tornou-se possível realizar uma análise
numérica dos resultados, o que será feito a partir da comparação dos valores de resultados
intervalares com os reais aplicando-se métricas de erros definidas na aritmética intervalar
para estimar a qualidade dos intervalos.

Existem diversos ambientes computacionais para o desenvolvimento de algoritmos
para cálculos numéricos que utilizam matemática intervalar na sua estrutura. No entanto,
como mencionado, o presente trabalho fará uso da linguagem Python e o pacote IntPy
para codificar os algoritmos. Essa escolha se deu a partir de comparações já realizadas
anteriormente entre os ambientes intervalares mais utilizados na literatura, onde o IntPy
demonstrou ser o mais eficiente, retornando intervalos com melhor qualidade e com menor
tempo de processamento (BALBONI et al., 2014).

A implementação de operações e algoritmos de forma intervalar em computadores é
realizado por meio do critério de semimorfismo, o qual foi proposto por Kulisch e Miranker
(2014). Considerando que o problema do controle de erro numérico pode ser feito por
meio do uso de intervalos ao invés de números reais, Kulisch e Miranker propuseram que a
implementação da aritmética intervalar seja realizada utilizando a chamada aritmética de
exatidão máxima, a qual também foi desenvolvida por Kulisch e Miranker, significando a
busca para que resultados numéricos ou sejam um número de ponto flutuante ou estejam
entre dois números em ponto flutuante consecutivos. Isso se dá pelo fato de que qualquer
tentativa de implementação através da aritmética intervalar em sistemas de computador,
o espaço de intervalos não está definido sobre o conjunto dos números reais, R, mas sobre
o sistema de ponto flutuante (BARRETO; CAMPOS, 2008).

Na busca por maior exatidão de resultados, os cálculos numéricos precisam ser su-
portados, concomitantemente, pela matemática intervalar e pela aritmética de exatidão
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máxima. Nesse contexto, implica que, em computadores, esses cálculos sejam computa-
dos através de linguagens de programação ou bibliotecas que possuam o tipo intervalo
e operações sobre intervalos definidas, as quais são usualmente denominadas linguagens
XSC (eXtended Scientifc Computations) (MESQUITA, 2002).

A aritmética de exatidão máxima redefine a aritmética intervalar de modo que
os limites inferior e superior de um intervalo possuam um arredondamento do sistema
de ponto flutuante, chamado de arredondamento direcionado (KULISCH; MIRANKER,
2014), por exemplo, uma operação de adição entre dois intervalos, x e y, se dá da seguinte
forma:

x + y = [▽(𝑥 + 𝑦), △(�̄� + 𝑦)],

onde, ▽ constitui o arredondamento direcionado para baixo e △ se refere ao arredonda-
mento direcionado para cima.

Em um computador de uso geral, quando são realizados cálculos numéricos, os
valores de entrada normalmente são fornecidos na base decimal (RUGGIERO; LOPES,
1997), necessitando que estas informações sejam convertidas para a base binária, a qual
pode ser computada pelo sistema, e depois, convertida novamente para gerar uma saída
ao usuário. Tais transformações podem ser fontes de erros.

A representação numérica utilizada nos sistemas de computador é chamada de
Notação de Ponto Flutuante, sendo que, em qualquer máquina, apenas um subconjunto
dos números reais, R, é representado exatamente, e, portanto, a apresentação de um
número real será realizada através de truncamento ou arredondamento. A representação
de um número depende da base escolhida ou disponível na máquina em uso e do número
máximo de dígitos usados em sua representação (RUGGIERO; LOPES, 1997).

No sistema em ponto flutuante, um número é representado por quatro valores,
na forma 𝐹 (𝛽, 𝑡, 𝑚, 𝑀), onde: 𝛽 refere-se à base utilizada, 𝑡 o tamanho ou número de
dígitos da mantissa (parte fracionária), 𝑚 é o menor expoente possível para a notação e,
𝑀 o maior expoente para a notação. Em relação à esta representação, quanto maior o
número de dígitos na mantissa, maior será a precisão dos números representáveis e menor
será o intervalo entre dois números pertencentes ao sistema de ponto flutuante. Para o
expoente, quanto maior o número de bits disponíveis nesta representação, maior serão os
limites dos números.

Devido a essa representação, podem ocorrer dois tipos de erros: um relacionado à
quantidade de bits disponíveis para representar o expoente e outro em relação ao tamanho
da mantissa. Quanto ao limite do expoente, quando uma operação aritmética produz um
expoente maior que o máximo de 𝑀 , ocorre um erro de armazenamento, gerando uma
exceção chamada overflow. Analogamente, operações que resultam em expoentes menores
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que o expoente mínimo, m, geram uma exceção denominada underflow.

No processo de resolução de problemas através da aplicação de métodos numéricos
nem sempre se obtêm resultados exatos como pretendido. Segundo Ratschek e Rokne
(1988), na aritmética de ponto flutuante, números reais são aproximados por um subcon-
junto dos reais, chamados números de máquina. Define-se por erro a diferença entre o
valor obtido por meio de aproximação e o valor exato. Nesse contexto, as fontes de erros
podem ser devido a vários fatores, os quais se pode especificar mais detalhadamente:

∙ Erros inerentes aos dados iniciais: um modelo matemático não contém apenas
equações e relações, mas também é constituído de dados e parâmetros para os quais
se atribuem valores cuja fonte pode ser de uma medida experimental, e, portanto,
aproximados. Isso caracteriza uma fonte de erros externa ao processo matemático
computado, estando relacionado com a incerteza dos dados de entrada;

∙ Erros inerentes ao modelo: um modelo matemático raramente oferece uma re-
presentação exata do problema que se deseja solucionar, visto que as vezes se faz
necessária uma simplificação do problema para torná-lo solucionável. Em vista
disso, um bom modelo seria o que inclui características do problema real, através
do qual se pode reproduzir os erros com um nível aceitável (VALENÇA, 1996);

∙ Erro de arredondamento: como para cálculos realizados em computador existe
uma aritmética de precisão finita na qual se pode levar em consideração um número
finito de dígitos, após uma operação ser realizada em ponto flutuante, o resultado
é normalizado e o arredondamento pode ser necessário. Chama-se então de erro
de arredondamento o erro gerado devido a desprezar-se números de casas decimais
adiante e arredondar o valor;

∙ Erro de truncamento: na existência de problemas que não podem ser soluciona-
dos por um número finito de operações aritméticas, porém podem ser aproximados
por problemas cuja solução é obtida executando uma sequência finita desse tipo de
operações, erros de truncamento são causados ao se truncar sequências infinitas de
operações aritméticas após um número finito de etapas.

Nesse contexto, percebe-se a importância de técnicas intervalares, pois a aritmética
intervalar fornece uma ferramenta para estimar e controlar esses erros automaticamente.
No lugar de aproximar um valor real 𝑥 por um número de máquina, esse valor, usualmente
desconhecido, é aproximado por um intervalo x contendo números de máquina como
extremos inferior e superior. O intervalo x contém o valor 𝑥.
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4.1 Definição Intervalar
A distribuição de probabilidades de uma variável aleatória 𝑋 é uma descrição do

conjunto das probabilidades associadas com os valores possíveis para 𝑋. Similarmente,
uma função densidade de probabilidade 𝑓(𝑥) pode ser usada para descrever a distribuição
de probabilidades de uma variável aleatória contínua 𝑋 onde a probabilidade de 𝑋 estar
entre dois valores, 𝑎 e 𝑏, é determinada pela integral definida dessa função no intervalo
de 𝑎 até 𝑏. A função densidade de uma variável aleatória contínua usada para determinar
probabilidades segue conforme a Equação 4.1:

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) =
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (4.1)

Seja 𝑋 uma variável aleatória. Supondo que o contradomínio (R𝑥 de 𝑋 seja um
intervalo ou uma coleção de intervalos. Então diremos que 𝑋 é uma variável aleatória
contínua se existe uma função 𝑓𝑋 : R → [0, +∞), que satisfaz às propriedades:

1. 𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0, para todo 𝑥 ∈ R𝑥

2.
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

Nesse caso, a variável aleatória 𝑋 pode assumir uma quantidade não enumerável
e a função 𝑓𝑋 é denominada função densidade de probabilidade.

As variáveis aleatórias contínuas podem ser classificadas pela qualidade e pelo
número de propriedades ou características de interesse dos entes estudados. Se 𝑆 é o
espaço amostral de um experimento qualquer 𝐸; partindo do princípio que 𝑆 de 𝐸 é
constituído de 𝑁 pontos e 𝑋 de 𝑆, de 𝑛 pontos, e que tanto 𝑁 quanto 𝑛 podem ser finitos
ou infinitos, enumeráveis ou não enumeráveis, a variável aleatória associada aos eventos
𝑆 de 𝐸 e 𝑋 de 𝑆 é dita contínua (inumerável ou intervalar) se tais pontos não podem ser
contados.

A distribuição Beta é um modelo probabilístico para uma variável aleatória con-
tínua 𝑋, cujos valores possíveis são limitados superior e inferiormente. Na forma da
distribuição Beta padronizada, a variável 𝑋 é definida no intervalo [0, 1], podendo ser
usada para modelagem de proporções ou modelagem de objetos que pertencem a esse
intervalo.

Devido à grande versatilidade de uma variável aleatória com distribuição Beta
para modelar funções densidade de probabilidade no intervalo [0, 1], além da possibili-
dade de generalizar essa função para qualquer variável aleatória restrita a um intervalo
finito (𝑚, 𝑛), a função densidade de probabilidade com distribuição Beta possui inúmeras
aplicações para representar quantidades físicas cujos valores estejam restritos a um inter-
valo identificável. Alguns exemplos de aplicação da função densidade com distribuição
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Beta podem ser citados: ajuste de velocidade em uma rede de computadores; em modelos
para calcular velocidade e direção predominante do vento, intensidade pluvial ou índi-
ces de umidade em sistemas meteorológicos; modelos para aceleração de atividades em
projetos entre outros.

Nesse caso, para 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, a função densidade de probabilidade
Beta é expressa pela Equação 4.2:

𝑓𝑋(𝑥) = 1
𝐵(𝛼, 𝛽)

∫︁ 𝑎

0
𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥 (4.2)

na qual, 𝛼 e 𝛽 são parâmetros e 𝐵(𝛼, 𝛽) representa a função Beta completa, a qual é
descrita por:

𝐵(𝛼, 𝛽) = Γ(𝛼)Γ(𝛽)
Γ(𝛼 + 𝛽) (4.3)

Para a Equação 4.3, o termo Γ(𝑛) representa a função Gama, a qual se reduz
ao fatorial de 𝑛, sendo 𝑛 um valor numérico. A função Gama é descrita a seguir pela
Equação 4.4, onde 𝑦 representa um parâmetro de entrada dessa função.

Γ(𝑛) =
∫︁ ∞

0
𝑦𝑛−1𝑒−𝑦𝑑𝑦 = (𝑛 − 1)! (4.4)

De modo geral, para valores iguais para ambos os parâmetros, a função densidade
de probabilidade com distribuição Beta é simétrica; contrariamente, a função é assimé-
trica. Caso os parâmetros sejam superiores a 1, 𝛼 > 1 e 𝛽 > 1, então a função densidade
com distribuição Beta é unimodal 1. A Figura 5 ilustra algumas formas possíveis para a
função densidade de probabilidade com distribuição Beta.

1 Distribuição probabilística que apresenta apenas um ponto de mínimo ou máximo.
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Figura 5 – Exemplos de funções densidades de probabilidade da Distribuição Beta

Fonte: (NAGHETTINI; PINTO, 2007).

Na Figura 5, pode-se observar que a distribuição de probabilidade uniforme é um
caso particular da distribuição Beta, ocorrendo quando os parâmetros são iguais a 1 (𝛼 = 1
e 𝛽 = 1). O parâmetro 𝛼 controla os valores da densidade Beta em correspondência ao
limite inferior da variável. Analogamente, o parâmetro 𝛽 controla os valores da densidade
Beta em correspondência ao limite superior.

Utilizando o método da extensão intervalar, a fórmula da função densidade de
probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta é expressa a seguir na
Equação 4.5.

𝑓𝐵𝑖𝑛𝑡
(x, 𝛼, 𝛽) = 1

𝐵(𝛼, 𝛽)

∫︁ 𝑎

0
x𝛼−1(1 − x)𝛽−1𝑑𝑥 (4.5)

Seguindo tal método para se criar a definição intervalar da função densidade com
distribuição Beta, fez-se necessário substituir todas as entradas de 𝑥 da Equação 4.2, a
qual antes comportava valores reais, R, para entradas intervalares.

Para computar a função densidade de probabilidade da variável aleatória contínua
com distribuição Beta, tanto na forma real quanto intervalar, utilizou-se apenas a fórmula
da densidade de probabilidade desta distribuição para realizar seus cálculos.

4.2 Análise Numérica
Como forma de obter os resultados numéricos, foram utilizados cinco conjuntos de

dados de entrada como parâmetros para as funções real e intervalar da distribuição Beta,
tais dados se referem a valores de exemplos arbitrários escolhidos para que fosse possível
computar os dados e obter as soluções pretendidas. Os dados de entrada se referem aos
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parâmetros 𝑥, 𝛼 e 𝛽 da função densidade com distribuição Beta. Abaixo são apresentados
os conjuntos de dados utilizados na computação da função:

∙ exemplo 1: 𝑥 = 0.2222, 𝛼 = 1.7778, 𝛽 = 2.2222 e 𝑎 = 1;

∙ exemplo 2: 𝑥 = 0.322, 𝛼 = 1.777, 𝛽 = 3.228 e 𝑎 = 1;

∙ exemplo 3: 𝑥 = 0.750, 𝛼 = 1.760, 𝛽 = 2.760 e 𝑎 = 1;

∙ exemplo 4: 𝑥 = 0.188, 𝛼 = 5.031, 𝛽 = 10.411 e 𝑎 = 1;

∙ exemplo 5: 𝑥 = 0.13, 𝛼 = 3.07, 𝛽 = 5.82 e 𝑎 = 1.

Tais valores procedem de exemplos práticos, como cálculos químicos para concen-
tração de gases e líquidos, ou valores escolhidos arbitrariamente desde que respeitassem
as características da função densidade com distribuição Beta.

Seguindo o objetivo deste trabalho, duas abordagens diferentes da aritmética in-
tervalar são aplicadas como métodos para calcular os valores intervalares de resultado
a partir da computação da função densidade com distribuição Beta, sendo a aritmética
intervalar de Moore e a aritmética intervalar multidimensional RDM.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos através da computação da função den-
sidade com distribuição Beta utilizando a aritmética intervalar de Moore e implementação
no IntPy. Nela, são apresentados os valores obtidos a partir de cada exemplo aplicado,
tanto na forma real quanto intervalar dessa função e, de forma complementar, apresenta-se
o tempo de execução de cada computação, expresso em segundos.

Tabela 3 – Aplicação dos parâmetros à função densidade com distribuição Beta nas formas
real e intervalar sob Aritmética Intervalar de Moore

Valor Real Valor Intervalar
Exemplo 1 1.326767382571450105 [1.326767382571449883, 1.326767382571450105]
Tempo(s) 0.00029 0.00032
Exemplo 2 1.827952566032753579 [1.827952566032753356, 1.827952566032753579]
Tempo(s) 0.00018 0.00029
Exemplo 3 0.560744430584336095 [0.560744430584335984, 0.560744430584336095]
Tempo(s) 0.00021 0.00034
Exemplo 4 2.058738196035631685 [2.058738196035631240, 2.058738196035631685]
Tempo(s) 0.00006 0.00016
Exemplo 5 1.262740949463830420 [1.262740949463830198, 1.262740949463830420]
Tempo(s) 0.00019 0.00038
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Analisando a Tabela 3, é possível perceber que o valor real está contido no in-
tervalo solução em todos os exemplos aplicados. Os valores de tempo de processamento
apresentados foram coletados a partir de dez execuções para cada cálculo computado,
fazendo-se a média. Pode-se observar que tais valores são próximos aos apresentados para
o cálculo com valores reais, indicando que o uso da aritmética intervalar não interfere
significativamente no tempo de processamento.

A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos através da computação da função den-
sidade com distribuição Beta utilizando a aritmética intervalar multidimensional RDM,
também com implementação no IntPy. Nela, são apresentados os valores obtidos a partir
da aplicação dos mesmos exemplos anteriores. Para esta coleta de resultados, apenas
os valores intervalares e o tempo de execução (em segundos) de cada computação serão
apresentados.

Tabela 4 – Aplicação dos parâmetros à função densidade com distribuição Beta intervalar
sob Aritmética Multidimensional RDM

Valor Intervalar
Exemplo 1 [1.326767382571449883, 1.326767382571450105]
Tempo(s) 0.00041
Exemplo 2 [1.827952566032753356, 1.827952566032753579]
Tempo(s) 0.00034
Exemplo 3 [0.560744430584335984, 0.560744430584336095]
Tempo(s) 0.00034
Exemplo 4 [2.058738196035631240, 2.058738196035631685]
Tempo(s) 0.00020
Exemplo 5 [1.262740949463830198, 1.262740949463830420]
Tempo(s) 0.00022

Como análise da Tabela 4, com valores apresentados a partir da computação
aplicando-se a aritmética intervalar multidimensional RDM, pode-se perceber que os va-
lores de resultado intervalares são iguais aos apresentados quando aplicada a aritmética
intervalar de Moore. Em vista disso, é possível se chegar a duas conclusões: a primeira
em relação à exatidão dos resultados intervalares, visto que era esperado que os valores ou
fossem iguais ou muito próximos; a segunda, em relação direta à aritmética multidimen-
sional RDM, é que a função densidade com distribuição Beta possui apenas uma variável
do escopo do problema a ser computado, sendo os demais valores, 𝛼 e 𝛽, parâmetros com
valores predefinidos, o que faz a solução ser unidimensional, assim como na aritmética
de Moore aplicada. Para os valores de tempo de processamento apresentados, pode-se
verificar que são próximos ou até mesmo iguais aos apresentados na tabela com os valores
obtidos através da aritmética de Moore, o que indica que o uso da aritmética multidimen-
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sional RDM também não interfere de forma significativa no tempo de processamento dos
cálculos.

Para todos os resultados dos testes, fora utilizado o mesmo computador com as se-
guintes configurações: processador Intel Core i5-4210U @ 2.40GHz Quad-Core, L1 Cache
128Kb, L2 Cache 512Kb, L3 Cache 3Mb, Memoria RAM de 4GB DDR3 1600MHz, ar-
mazenamento HD Sata 1TB modelo ST1000LM024 HN-M101MBB, sistema operacional
Linux Ubuntu 16.04 LTS.

Todos os resultados apresentados, tanto reais quanto intervalares, utilizaram o
sistema de ponto flutuante F(10, 18, -17, 17).

Para verificar a qualidade dos resultados, realiza-se a análise de erros sobre os
intervalos resultantes. A computação utilizando intervalos fornece duas estimativas prin-
cipais para o erro: erro Absoluto, referente a diferença entre o valor exato de um número
e seu valor aproximado; e erro Relativo, estando relacionado ao erro percentual podendo
ser calculado pelo quociente entre o erro absoluto e o valor aproximado. Acrescendo-se
às possíveis formas de apurar a qualidade do resultado obtido, o diâmetro do intervalo
é uma métrica para mensurar a qualidade de aproximação. Sendo que na computação
utilizando aritmética intervalar os cálculos são executados utilizando intervalos e, con-
sequentemente, a aritmética real é substituída pela aritmética intervalar, as estimativas
para o erro oferecidas pela aritmética intervalar são descritas a seguir:

∙ Erro Absoluto: | 𝑥 − 𝑚(x) |< 𝑤(x)
2 , onde 𝑚(x) =

(︁
𝑥+�̄�

2

)︁
é o ponto médio do

intervalo x;

∙ Erro Relativo:
⃒⃒⃒

𝑥−𝑚(x)
𝑥

⃒⃒⃒
≤ 𝑤(x)

2𝑚𝑖𝑛|x| , se 0 /∈ x;

∙ Diâmetro: 𝑑𝑖𝑎𝑚(x) = 𝑤(x) = �̄� − 𝑥.

Nas medidas de erros, utiliza-se o ponto médio 𝑚(x) do intervalo x para medir a
distância do valor real em relação ao valor pontual do intervalo. Uma interpretação usual
no contexto da matemática intervalar é a de envoltória intervalar de um número real. Esta
semântica sugere a representação dos intervalos na forma 𝑚(x) ± 𝑤(x)

2 , aludindo à ideia
de que o ponto médio seria o número real “medido” e o raio, 𝑤(x)

2 , indicaria a incerteza
gerada pelas restrições de precisão existentes. De tal forma, o valor exato estaria limitado
pelo intervalo apresentado, entre seu limite inferior 𝑥 e seu limite superior �̄� (SUNAGA,
2009).

Tais medidas de erros foram aplicadas nos valores de resultados intervalares obtidos
na computação da função densidade com distribuição Beta com o objetivo de verificar a
qualidade do intervalo solução, além de que o cálculo do diâmetro forneceu uma medida
de qualidade de aproximação do intervalo solução em relação ao valor real.
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A Tabela 5 apresenta os valores obtidos para a estimativa de erro absoluto e
erro relativo em relação aos intervalos resultantes da aplicação dos dados dos exemplos à
distribuição Beta. A seguir, na Tabela 6, apresenta-se a medida do diâmetro dos intervalos
obtidos a partir do cálculo computado.

Tabela 5 – Qualidade dos intervalos para a variável aleatória contínua com distribuição
Beta

Erro Absoluto Erro Relativo
Exemplo 1 0.0 < 1.11022302463 × 10−16 0.0 ≤ 8.36788000074 × 10−17

Exemplo 2 0.0 < 1.11022302463 × 10−16 0.0 ≤ 6.07358771368 × 10−17

Exemplo 3 0.0 < 5.55111512313 × 10−17 0.0 ≤ 9.89954571166 × 10−17

Exemplo 4 0.0 < 2.22044604925 × 10−16 0.0 ≤ 1.07854707001 × 10−16

Exemplo 5 0.0 < 1.11022302463 × 10−16 0.0 ≤ 8.79216774507 × 10−17

Tabela 6 – Diâmetro dos intervalos para a variável aleatória com distribuição Beta

Diâmetro do Intervalo
Exemplo 1 0.000000000000000222
Exemplo 2 0.000000000000000222
Exemplo 3 0.000000000000000111
Exemplo 4 0.000000000000000444
Exemplo 5 0.000000000000000222

No erro absoluto, verifica-se que a diferença entre o valor exato e o ponto médio do
intervalo ocorre, em relação aos exemplos, na 16𝑎 casa decimal. Além de que, em todos
os resultados, constata-se que a condição | 𝑥 − 𝑚(x) | é menor ou igual que a metade do
diâmetro, 𝑤(x), do intervalo. Isso mostra que este critério de estimativa para o erro é
satisfeito.

Para o erro relativo, a desigualdade se manteve válida em todos os resultados obti-
dos, indicando a qualidade do intervalo. Em vista dos valores de diâmetro apresentados,
observa-se que até a 15𝑎 casa decimal para todos os exemplos o diâmetro dos intervalos
é nulo. Verificando-se, dessa forma, que os intervalos possuem qualidade de aproximação
do valor real.

Cabe salientar ainda que as fórmulas de medidas de erros absoluto, erro relativo e
diâmetro dos intervalos também foram codificadas na linguagem Python, possibilitando
a computação e obtenção de tais estimativas.

Neste capítulo foram apresentados os valores de resultado a partir da computa-
ção da função densidade de probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição
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Beta, tanto para a forma real quanto intervalar. Para tanto, fez-se necessário a imple-
mentação de algoritmos, os quais foram desenvolvidos no ambiente computacional de
desenvolvimento intervalar composto pela linguagem de programação Python e o pacote
IntPy, sendo que, para a forma intervalar da função densidade com distribuição Beta,
duas abordagens da aritmética intervalar foram utilizadas neste trabalho: a aritmética
intervalar desenvolvida por Moore e a aritmética multidimensional RDM idealizada por
Piegat e Landowski. Após, a fim de comparar os resultados intervalares aos reais e, prin-
cipalmente, justificar quanto à qualidade dos intervalos obtidos, realizou-se uma análise
de qualidade utilizando as métricas de erros definidas na aritmética intervalar.

Com a finalidade de complementar o trabalho realizado e cumprir mais um dos
objetivos iniciais, o próximo capítulo apresenta a análise de complexidade para cada
implementação desenvolvida em vista da função densidade com distribuição Beta, real e
intervalar.
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5 Análise de Complexidade

Segundo Toscani e Veloso (2009), a complexidade de um algoritmo reflete o esforço
computacional requerido para executá-lo. Tal esforço não pode ser descrito apenas por
um número, porque o número de operações efetuadas na computação de um problema,
em geral, não é o mesmo para qualquer entrada, mas depende do tamanho desta e ainda,
para entradas de mesmo tamanho, a quantidade de operações pode variar.

Um algoritmo é um procedimento, consistindo em um conjunto de regras não
ambíguas, as quais especificam, para cada entrada, uma sequência finita de operações,
terminando com uma saída correspondente (TOSCANI; VELOSO, 2009). Acrescendo-
se a isso, diz-se que um algoritmo resolve, teoricamente, um problema produzindo uma
resposta correta para qualquer entrada, sendo concedidos tempo e memória suficientes
para sua execução.

Diversos critérios podem ser utilizados na escolha de um algoritmo para solucionar
um problema. Na maioria das vezes, essa escolha é feita através de critérios subjetivos
como: facilidade de compreensão, codificação e depuração, eficiência na utilização dos
recursos do computador e rapidez (RITT; BURIOL; PRESTES, 2009).

Em aplicações práticas, o fato de um algoritmo resolver um problema, teorica-
mente, gerando uma saída, não significa que seja aceitável, pois recursos de tempo e
espaço em memória necessários para a execução do algoritmo têm grande relevância.
Para isso, existe a análise de algoritmos, a qual busca classificar os algoritmos de acordo
com a quantidade de trabalho necessário para realizar computações seguindo critérios de
avaliação para suas características de implementação e execução, processo que resulta em
definir a complexidade do algoritmo.

Questões relativas à complexidade de um algoritmo em termos do tempo de com-
putação e espaço de memória são determinantes para o julgamento da eficiência do mesmo
(LORETO, 2006). Essa eficiência depende diretamente de quantos passos computacio-
nais são necessários para que o algoritmo chegue à solução do problema, seguindo um
modelo matemático denominado Máquina de Turing (MENEZES, 1998). Podendo-se,
dessa forma, determinar se o algoritmo é razoável ou não.

Para Kreinovich et al. (2013), um algoritmo é considerado razoável quando obtém
a solução de um problema em tempo polinomial. A caracterização de algoritmo de tempo
polinomial baseia-se em duas noções fundamentais: tamanho da entrada e tempo de
execução. Em geral, esses problemas são considerados tratáveis, mas por razões filosóficas,
e não matemáticas (LEISERSON et al., 2002).
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Existem vários aspectos a considerar na determinação da complexidade de um
algoritmo, como medidas de desempenho como tempo e espaço requeridos por um al-
goritmo, relacionadas à velocidade e à quantidade de memória, respectivamente. Para
mensurar a quantidade de trabalho realizado por um algoritmo, costuma-se escolher uma
operação, chamada operação fundamental. A operação escolhida como fundamental deve
ser tal que a contagem do número de vezes que ela é executada expresse a quantidade de
trabalho do algoritmo, dispensando outras medidas (TOSCANI; VELOSO, 2009).

As notações utilizadas para descrever o tempo de execução assintótica de um
algoritmo são definidas em termos de funções cujos domínios são o conjunto dos números
naturais N. Tais notações são convenientes para descrever a função do tempo de execução
no pior caso 𝑇 (𝑛), que em geral, é definida somente sobre tamanhos de entrada inteiros
(LEISERSON et al., 2002).

A seguir são apresentadas as análises de complexidade para cada um dos algoritmos
implementados para computar a função densidade com distribuição Beta, tanto sob as
diferentes abordagens da aritmética intervalar utilizadas, quanto para a sua forma real.
Primeiramente, apresenta-se a análise da implementação para entradas reais. Em seguida,
é apresentada a análise para a forma intervalar da função Beta codificada seguindo os
aspectos da aritmética intervalar de Moore e, posteriormente, esta análise é desenvolvida
a partir do uso da aritmética intervalar multidimensional RDM, de Piegat e Landowski,
para implementação dessa função. Todos os algoritmos analisados podem ser encontrados
no Anexo A.

∙ Função Densidade com Distribuição Beta para Entradas Reais: Como
valores de entrada, é necessário fornecer ao algoritmo os valores correspondentes
aos parâmetros da função densidade com distribuição Beta para que seja possível
computar o cálculo, os quais são 𝑥, 𝛼 e 𝛽. O cálculo da função requer basicamente
operações aritméticas de potência, multiplicação, subtração e divisão. Uma integral
definida precisa ser resolvida, a qual é feita por meio de uma função própria da
linguagem Python chamada “integrate”, para a qual foi atribuído o método “quad”,
responsável por integrar uma função de uma variável entre dois pontos, possuindo
ordem de complexidade constante. Como o desenvolvimento do algoritmo se deu
através da implementação dessas operações, a ordem de complexidade pode ser dada
como constante, ou seja, 𝑂(1).

∙ Função Densidade com Distribuição Beta para Entradas Intervalares uti-
lizando a Aritmética de Moore: O algoritmo intervalar implementa a mesma
equação da função densidade de probabilidade Beta, utilizando as mesmas entradas
que do algoritmo real. Entretanto, todas as operações aritméticas antes realiza-
das na forma real, foram substituídas por operações intervalares. Sendo assim, a



Capítulo 5. Análise de Complexidade 43

complexidade para resolver tais operações continua com ordem constante, como no
algoritmo real. Dessa forma, a complexidade para computar a função densidade de
probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta de forma inter-
valar permanece com ordem de complexidade constante 𝑂(1).

∙ Função Densidade com Distribuição Beta para Entradas Intervalares uti-
lizando a Aritmética Multidimensional RDM: Para computar a função den-
sidade com distribuição Beta utilizando a aritmética multidimensional RDM, fez-se
necessário implementar todas as operações aritméticas básicas de soma, subtração,
multiplicação, divisão e potência acordo com essa abordagem, pois não estavam
definidas em termos de linguagem de programação ou biblioteca para uso direto.
Isso não afeta na complexidade do algoritmo desenvolvido, pois todas essas opera-
ções podem ser computadas em complexidade de ordem constante. Para a função
densidade com distribuição Beta, a implementação ocorre da mesma maneira que
no algoritmo intervalar utilizando aritmética de Moore, porém, utilizando as opera-
ções definidas como mencionado anteriormente. Isso indica que o algoritmo também
possui complexidade de ordem constante, então se pode concluir que é de ordem
𝑂(1).

A complexidade de um algoritmo representa a quantidade de trabalho despendido
para resolver um determinado problema em função de recursos computacionais e do tempo
necessário. No presente trabalho, efetuou-se a análise de complexidade para os algorit-
mos desenvolvidos para computar a função densidade de probabilidade com distribuição
Beta em vista de que foram utilizadas duas abordagens para a implementação utilizando
aritmética intervalar e também a forma real da função. A Tabela 7 apresenta um resumo
das complexidades analisadas anteriormente.

Tabela 7 – Esforço computacional da distribuição Beta

Complexidade Distribuição Beta
Real 𝑂(1)

Intervalar Moore 𝑂(1)
Intervalar RDM 𝑂(1)

A partir da Tabela 7 é possível observar de forma mais clara que em todas as
implementações a complexidade se manteve a mesma, sendo esta constante. Com isso,
conclui-se que utilizando a aritmética intervalar para computar a função densidade de
probabilidade com distribuição Beta processada sob duas abordagens diferentes, no caso
do presente trabalho, a complexidade se manteve igual a do algoritmo com entradas reais.
Assim sendo, pode-se justificar o uso de técnicas intervalares para computar cálculos
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numéricos, obtendo maior exatidão nos resultados com controle automático de erros além
de manter o esforço computacional em um nível aceitável, se mantendo igual, neste caso.
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6 Conclusão

No trabalho com computação numérica, um dos fatores de maior importância é a
exatidão de resultados dos cálculos. No estudo de variáveis aleatórias sobre o conjunto
dos reais, R, um dos problemas está no cálculo da função densidade de probabilidade,
visto que seu valor numérico resultante no computador é dado por aproximação devido
à representação em aritmética de ponto flutuante, portanto, afetado por erros de arre-
dondamento ou truncamento. O que se procura então são resultados mais exatos com
um menor erro contido neles. Para isso, a matemática intervalar surge com o objetivo
principal de realizar um controle automático de erros em cálculos numéricos, retornando
respostas com maior exatidão.

No presente trabalho, definiu-se de forma intervalar a função densidade de pro-
babilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta, utilizando para isso o
método de extensão intervalar onde as entradas reais foram substituídas para comportar
valores de entrada intervalares.

Duas abordagens diferentes foram aplicadas como modo de calcular a função densi-
dade de probabilidade com distribuição Beta utilizando aritmética intervalar: a aritmética
intervalar tradicional de Moore (1966) e a aritmética multidimensional RDM, de Piegat
e Landowski (2012). Desse modo, para que fosse possível computar a função densidade
de probabilidade com distribuição Beta, realizou-se a implementação dessa função, sendo
a codificação na linguagem de programação Python em conjunto com o pacote de exten-
são intervalar IntPy (BARRETO, 2016). Para que fosse possível comparar os resultados
intervalares aos reais, a forma real dessa distribuição de probabilidades também foi im-
plementada utilizando a linguagem Python.

Com o sistema de ponto flutuante F(10, 18, -17, 17), definido para uma precisão de
dezoito casas decimais, verificou-se por meio das métricas de erro absoluto e erro relativo,
estabelecidas na aritmética intervalar, que todos os resultados reais apresentados estão
contidos nos valores intervalares apresentados a partir da computação da função densidade
de probabilidade com distribuição Beta com entradas intervalares, tanto sob a aritmética
de Moore quanto sob a aritmética intervalar multidimensional RDM. Calculou-se ainda
a medida do diâmetros dos intervalos solução, por meio da qual foi possível verificar a
qualidade dos valores de resultados intervalares obtidos.

Para ambas as abordagens da aritmética intervalar utilizadas neste trabalho, os in-
tervalos solução para a função densidade de probabilidade com distribuição Beta apresentaram-
se iguais, o que podia ser esperado visto que a função possui apenas uma variável. Dessa
forma, ambas as soluções intervalares permanecem unidimensionais, justificando a igual-



Capítulo 6. Conclusão 46

dade dos resultados.

De forma complementar, a complexidade dos algoritmos implementados foi anali-
sada. Apresentando-se para todos os algoritmos uma complexidade constante, uma vez
que são realizadas apenas operações aritméticas simples no cálculo da função densidade
com distribuição Beta. Para a resolução da integral definida necessária, é possível se obter
uma complexidade também constante utilizando a linguagem Python, a qual define uma
função própria para esse cálculo.

O objetivo deste trabalho foi mostrar a importância do uso da matemática in-
tervalar na busca por exatidão em resultados numéricos para a função densidade com
distribuição Beta, o que se fez por meio do uso de duas abordagens diferentes para a
aritmética intervalar. A partir da implementação dessa função em linguagem de progra-
mação, com base na aritmética intervalar e na aritmética de exatidão máxima, tornou-se
possível realizar uma análise de qualidade para os valores intervalares obtidos além da
realização da análise de complexidade dos algoritmos desenvolvidos, justificando o seu
uso.

Como pretensões futuras de trabalho, o estudo de outros métodos para a resolução
de integrais, sobretudo no escopo das distribuições de probabilidade, visto que este cálculo
é afetado por erros gerados pela aritmética de ponto flutuante. Além disso, aprofundar a
pesquisa sobre algumas definições existentes na literatura acerca de integrais intervalares,
podendo ser obtidos resultados melhores e ampliar as possíveis aplicações pra a aritmética
intervalar envolvendo computação numérica.

A definição intervalar para a função densidade de probabilidade com distribuição
Beta pode ser adicionada às demais distribuições existentes na literatura definidas desta
forma. Junto a isso, definir de forma intervalar o cálculo das medidas de média, variância,
desvio padrão e esperança para esta mesma distribuição.
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ANEXO A – Implementações para a Função
Densidade de Probabilidade com Distribuição

Beta

Todas as implementações descritas no decorrer deste anexo foram realizadas utili-
zando o ambiente de desenvolvimento intervalar composto pela linguagem de programação
Python e o pacote de extensão intervalar IntPy, para essa mesma linguagem.

A.1 Aritmética Real

#!/ usr / b in /env python
# −*− coding : u t f −8 −*−
from s c ipy import i n t e g r a t e
from intpy import *
import math
import time

def BetaReal (x , alpha , beta ) :
begin_time = time . time ( )

z = x**( alpha −1)*(1−x )** ( beta −1)
f = lambda x , alpha , beta : x**( alpha −1)*(1−x )** ( beta −1)
y , e r r = i n t e g r a t e . quad ( f , 0 , 1 , a rgs=(alpha , beta ) )
r e s u l = z/y

end_time = time . time ( )

print " Real=[ " + ’%.18 f ’ %r e s u l + " ] "
print " Tempo_de_processamento : " , end_time − begin_time
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A.2 Aritmética Intervalar de Moore

#!/ usr / b in /env python
# −*− coding : u t f −8 −*−
from s c ipy import i n t e g r a t e
from intpy import *
import math
import time

def Beta In t e rva l a r (x , alpha , beta ) :
begin_time = time . time ( )

z = x**( alpha −1)*(1−x )** ( beta −1)
f = lambda x , alpha , beta : x**( alpha −1)*(1−x )** ( beta −1)
y , e r r = i n t e g r a t e . quad ( f , 0 , 1 , a rgs=(alpha , beta ) )

alpha = IReal ( alpha )
beta = IReal ( beta )
x = IReal ( x )
z = IReal ( z )
y=IReal ( y )

r e s u l = z/y
end_time = time . time ( )

print " I n t e r v a l a r =[ " + ’%.18 f ’ %( r e s u l . i n f ) + " , ␣ " + ’%.18 f ’ %( r e s u l . sup ) + " ] "
print " Tempo_de_processamento : " , end_time−begin_time
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A.3 Aritmética Intervalar RDM

#!/ usr / b in /env python
# −*− coding : u t f −8 −*−
from s c ipy import i n t e g r a t e
from intpy import *
import math
from s c ipy import i n f
import time

def somaRDM(a , b ) :
x = (min( a . i n f+b . in f , a . i n f+b . sup , a . sup+b . in f , a . sup+b . sup ) )
y = (max( a . i n f+b . in f , a . i n f+b . sup , a . sup+b . in f , a . sup+b . sup ) )
s = IReal (x , y )
return s

def subtRDM(a , b ) :
x = (min( a . i n f−b . in f , a . i n f−b . sup , a . sup−b . in f , a . sup−b . sup ) )
y = (max( a . i n f−b . in f , a . i n f−b . sup , a . sup−b . in f , a . sup−b . sup ) )
sub = IReal (x , y )
return sub

def multRDM(a , b ) :
x = (min( a . i n f *b . in f , a . i n f *b . sup , a . sup*b . in f , a . sup*b . sup ) )
y = (max( a . i n f *b . in f , a . i n f *b . sup , a . sup*b . in f , a . sup*b . sup ) )
m = IReal (x , y )
return m

def divRDM(a , b ) :
x = (min( a . i n f /b . in f , a . i n f /b . sup , a . sup/b . in f , a . sup/b . sup ) )
y = (max( a . i n f /b . in f , a . i n f /b . sup , a . sup/b . in f , a . sup/b . sup ) )
d = IReal (x , y )
return d

def powI (num, exp ) :
pot = IReal (num. i n f ** exp . in f , num. sup** exp . sup )
return pot

def Beta In t e rva l a r (x , alpha , beta ) :
begin_time = time . time ( )

f = lambda x , alpha , beta : x**( alpha −1)*(1−x )** ( beta −1)
y , e r r = i n t e g r a t e . quad ( f , 0 , 1 , a rgs=(alpha , beta ) )

x = IReal ( x )
alpha = IReal ( alpha )
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beta = IReal ( beta )
um = IReal (1 )
y=IReal ( y )

z = multRDM(powI (x , ( subtRDM( alpha ,um) ) ) , powI ( ( subtRDM(um, x ) ) , \\
(subtRDM( beta ,um) ) ) )

r e s u l = ( z/y )
end_time = time . time ( )

print " \ n In t e r va l a r =[ " + ’%.18 f ’ %( r e s u l . i n f ) + " , ␣ " + ’%.18 f ’ %( r e s u l . sup ) + " ] "
print " Tempo_de_processamento : " , end_time−begin_time
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