FUNDACAO UNIVERSIDADE FEDERAL DO PAMPA — UNIPAMPA
CAMPUS ALEGRETE

MAURICIO BRASIL GOMES

SOFTWARE LIVRE APLICADO AO ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

ALEGRETE
2011



MAURICIO BRASIL GOMES

SOFTWARE LIVRE APLICADO AO ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

Monografia apresentada ao curso de Pés-
Graduacao Lato Sensu da Universidade
Federal do Pampa como requisito parcial
para a obtencdo do Titulo de Especialista
em Tecnologia no Ensino de Matematica.

Orientador (a): Ma. Vanessa Gindri Vieira

Co-orientador (a): Ma. Fabiane Cristina
Hopner Noguti

Alegrete
2011



MAURICIO BRASIL GOMES

SOFTWARE LIVRE APLICADO AO ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

Monografia apresentada ao curso de Pés-
Graduacao Lato Sensu da Universidade
Federal do Pampa como requisito parcial
para a obtencdo do Titulo de Especialista
em Tecnologia no Ensino de Matematica.

Area de concentragdo: Tecnologias no
ensino.

Monografia defendida e aprovada em: 30 de novembro de 2011.
Banca examinadora:

/s
\ |

\‘U YNLADN Ve u ‘\\ Ve

Pro_fg. Ma. Vanessa Gindri Vieira
Orientadora
UFSM

r ! \ / % A7 r > ‘/‘v ks

Prof. Me. Fernando Colman Tura
UNIPAMPA

~ ~ | (
Y \ VN A _‘\ \"’\.. n
ST R ST PAAYNIENTE]
| A

Profa. Ma. Maria Cristina Graeff Wernz
UNIPAMPA



Dedicar uma conquista a alguém é
demonstrar, reconhecer que eles também
ajudaram de algum modo. Aos alunos,
professores e direcdo da Escola Estadual de
Ensino Médio Tancredo de Almeida Neves,
aos quais muito devo. A Profa, Vanessa Gindri
Vieira, por seu esforco e apoio em minha

formacéao.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, criador do universo, por possibilitar a concretizagao
de mais um passo em minha vida.

Aos amigos Leonardo Trindade Palau e Marcia lara da Costa Dornelles, um
agradecimento especial, pelos incentivos de trilhar a caminhada na busca de sonhos
e ideais.

Aos colegas, agradeco pela troca de experiéncias e saberes.

Aos professores do curso, em especial a professora Vanessa Gindri Vieira.
Finalmente, a direcdo, professores e alunos da Escola Estadual de Ensino Médio
Tancredo de Almeida Neves, que com muita sabedoria e carinho abriram suas

portas para que este trabalho se concretizasse.



7

O mais belo sentimento é o sentido do
mistério. E a origem de toda ciéncia
verdadeira. Quem jamais conheceu esta
emocao, quem ndo possui o dom de
admiracdo € como se estivesse morto:

seus olhos estao cerrados.

Albert Einstein



RESUMO

Este trabalho monografico versa sobre o ensino do conteldo matematico
nameros complexos: suas propriedades e operagbes béasicas. Trata-se de uma
pesquisa exploratéria, cujo problema foi identificar qual a contribuicdo que o uso de
um software livre traz para o ensino de numeros complexos. O campo de pesquisa
foi uma turma do terceiro ano do ensino médio de uma escola publica da rede
estadual de ensino. O estudo teve por objetivo facilitar o ensino de numeros
complexos, com a utilizagdo de um software de apoio. Justifica-se a escolha desse
tema porque durante a realizacdo de praticas pedagdgicas e de entrevistas
realizadas com alunos ingressantes nos cursos de graduacdo da Universidade
Federal do Pampa, Campus Alegrete, verificou-se grande dificuldade no ensino
aprendizagem do contetado em questdo. A investigacdo caminhou em dois sentidos:
inicialmente, o conteudo foi exposto por meio da metodologia tradicional, em sala de
aula. Em um segundo momento, propds-se o ensino com auxilio da tecnologia, por
meio do software livre Numeros Complexos, no laboratério de informatica. Apos a
implementacdo desta proposta de ensino, constatou-se que o software utilizado
viabiliza a aprendizagem significativa do conteddo numeros complexos,
possibilitando melhor visualizacdo grafica e reforcando conceitos ja trabalhados em
sala de aula, porém o uso da tecnologia ndo substitui totalmente a apresentacao

prévia do conteudo em uma metodologia expositiva.

Palavras-chave: Ensino Médio. NUmeros Complexos. Software Livre.



ABSTRACT

This monograph deals with the teaching of mathematical content complex
numbers: basic properties and operations. This is an exploratory survey, whose
problem was to identify what contribution the use of a free software brings to the
teaching of complex numbers. The field research was a class of third year of high
school in a public school. The study aimed to facilitate the teaching of complex
numbers, with the use of a software support. Justifies the choice of this theme
because during the course of educational practices and interviews with new students
in undergraduate courses at the Federal University of Pampa, Campus Alegrete,
there was great difficulty in teaching and learning of the content in question.
Research walked in two senses: first, the contents were exposed through the
traditional method in the classroom. In a second step, it was proposed to aid the
teaching of technology, through the free software Complex Numbers in the computer
lab. After implementation of the proposed school, it was found that the software used
enables the meaningful learning of the content of complex numbers, enabling better
visualization and graphics reinforce concepts already worked in the classroom, but
the use of technology does not completely replace the prior presentation of content in

a methodology exhibition.

Keywords: Secondary Education. Complex Numbers. Free Software.
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1 INTRODUCAO

Em experiéncias como docente, durante a realizacdo do curso superior de
licenciatura em Matematica, também no contato com colegas professores, foi
possivel perceber que o estudo dos nimeros complexos, muitas vezes, é visto na
escola de forma isolada, sem aplicacdo e contextualizagdo historica, ocasionando
um desinteresse por parte do aluno. Corroborando com estas justificativas, realizou-
se uma entrevista semi estruturada, por meio eletrénico, com alunos ingressantes
nos cursos de graduacédo da Universidade Federal do Pampa, Campus Alegrete, que
confirmaram as dificuldades no processo de ensino aprendizagem desse conteudo.

Isso posto, essa pesquisa que teve como tema Software livre aplicado ao
ensino de niumeros complexos, propds-se a facilitar o ensino de nimeros complexos
com a utilizacao de um software livre.

Trata-se de uma pesquisa exploratéria, baseada em Gil (1996), cujo
problema foi identificar qual a contribuicdo do uso de um software livre para o ensino
de nimeros complexos.

Tendo em vista que o estudo desse conteudo, na educacdo basica,
normalmente € desenvolvido no 3° ano, apresentou-se como campo de pesquisa
uma turma do 3° ano do ensino médio de uma escola publica da rede estadual de
ensino do municipio de Alegrete. Tanto a turma quanto a escola foram escolhidas de
forma intencional.

Para escolha de uma ferramenta de apoio para implementacdo da proposta
de pesquisa, fez-se uma investigacdo na Internet com a finalidade de identificar os
possiveis softwares livres que se adaptariam ao conteddo numeros complexos.
Dentre os softwares analisados, optou-se pelo software livre Numeros Complexos,
de Leal (2005), tendo em vista que 0 mesmo apresenta versdo em portugués e
possui uma interface acessivel aos alunos.

Para o desenvolvimento da proposta elaborou-se uma apostila com o
conteudo, conforme apéndice B. No primeiro momento, o conteudo foi exposto aos
alunos, na sala de aula, sendo realizadas atividades de forma tradicional, em quatro
encontros. Posteriormente, fez-se uma apresentacdo do software livre Numeros
Complexos com uso de multimidia e apos desenvolveu-se atividades no laboratorio

de informatica da escola. Os resultados apontam que o uso do software livre
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Numeros Complexos proporcionou uma aprendizagem significativa do conteudo,
possibilitando, também, melhor visualizacdo grafica e reforcando conceitos ja
trabalhados em sala de aula.

Este trabalho esta estruturado em sete capitulos. No capitulo 2, expde-se
uma andlise das recomendacbes dadas pelos Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCNs), com relacdo ao ensino dos numeros complexos e dos dados obtidos
através da entrevista realizada com alunos ingressantes dos cursos de graduacao
da Universidade Federal do Pampa.

No capitulo 3, é discutida a utilizacdo de recursos tecnolégicos no ensino, a
luz do pensamento de Valente (1993), conciliando a teoria de aprendizagem
significativa, baseada em Ausubel (1980).

No capitulo 4, intitulado por conjunto dos niumeros complexos, apresenta-se
a origem dos numeros complexos, suas propriedades e operacbes na forma
algébrica.

A descricé@o da funcionalidade do software livie Numeros Complexos, a partir
de suas interfaces, encontra-se no capitulo 5.

No capitulo 6, apresenta-se a analise e discussdo dos resultados, a partir da
implementacg&o da proposta de ensino dos nimeros complexos em uma turma do 3°
ano do ensino médio.

No dultimo capitulo, seguem-se as consideracfes finais, com um olhar
reflexivo e critico sobre o ensino e a aprendizagem dos nimeros complexos.

Procurou-se, por intermédio dessa pesquisa, apresentar uma alternativa
para 0 ensino de numeros complexos através da implementacdo de uma proposta
de ensino que consiste na utilizacdo do software livre Niumeros Complexos como

ferramenta que auxilie o0 educando no processo de aprendizagem.



16

2 O ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

Diante da importancia da Matematica e dos problemas enfrentados em seu
ensino, tal como a falta de significado dos conteudos, surge a necessidade de
reverter o ensino centrado em procedimentos mecanicos e sem significados para o
aluno (PCN, 2000).

Os PCNs também sinalizam para a importancia de ndo deixarmos que a
histéria da Matematica fique limitada a descricéo de fatos ocorridos no passado ou a
apresentacdo de biografia de matematicos famosos. Em relacdo aos aspectos
histéricos dos nimeros complexos os PCNs destacam que:

Os numeros complexos devem ser apresentados como uma histérica
necessidade de ampliacdo do conjunto de solu¢cdes de uma equagéo,
tomando-se, para isso, uma equacao bem simples, a saber, x> +1=0.
(BRASIL, 2006, p. 71)

E preciso considerar que essa orientacdo didatica aos professores,
encontrada nos PCNSs, leva a crenga de que os numeros complexos surgiram da
necessidade, puramente algébrica, de se obter uma solucdo para equacdes do tipo
x? + 1= 0, causando um obstaculo metodolégico encontrado em grande parte dos
textos didaticos.

Nesse sentido, a histéria dos numeros complexos contribui de forma

significativa para quebra desse obstaculo metodolégico, além de explicar o

aparecimento de termos como el.

Apés leitura das Orientagbes Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN Ensino Meédio, 2002), destaca-se
competéncias que podem ser exploradas no ensino dos numeros complexos:

- Ler e interpretar dados ou informacdes apresentados em diferentes
linguagens e representacfes, como tabelas, graficos, esquemas, diagramas, arvores
de possibilidades, formulas, equacdes ou representacdes geométricas;

- Reconhecer e utilizar adequadamente, na forma oral e escrita, simbolos,
codigos e nomenclatura da linguagem cientifica;

- Frente a uma situacdo ou problema, reconhecer a sua natureza e situar o
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objeto de estudo dentro dos diferentes campos da Matematica, ou seja, decidir-se
pela utilizacdo das formas algébrica, numérica, geométrica, combinatoria ou
estatistica;

- Construir uma visao sistematizada das diferentes linguagens e campos de
estudo da Matematica, estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e
conteudos, para fazer uso do conhecimento de forma integrada e articulada,;

- Reconhecer relacdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento,
percebendo sua presenca nos mais variados campos de estudo e da vida humana,
seja nas demais ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia.

- Compreender a construcdo do conhecimento matematico como um
processo histdrico, em estreita relacdo com as condigcbes sociais, politicas e
econdbmicas de uma determinada época, de modo a permitir a aquisicdo de uma
visdo critica da ciéncia em constante constru¢cdo, sem dogmatismos ou certezas
definitivas.

A inclusdo dos numeros complexos nos parametros curriculares para o
Ensino Médio e suas relagdes com o contetdo de outras disciplinas como a Fisica, a
Engenharia, os Circuitos Elétricos, a Topografia, a Informatica e a Cosmologia
apontam para a importancia destes contetdos na formacao matemética do aluno.

Apesar da forma abstrata, a Matematica tem origem no mundo real e
realmente possui aplicacbes em tantas outras disciplinas. Portanto, certos
conteudos, como é o caso dos numeros complexos, sdo imprescindiveis na

resolucdo de problemas cotidianos e orientam a uma solucéo légica e objetiva.

2.1 Entrevista sobre 0 ensino de nimeros complexos

Realizou-se entrevista, semi estruturada, com alunos ingressantes, no ano
de 2011, da Universidade Federal do Pampa — UNIPAMPA Campus Alegrete, com a
finalidade de descobrir como se deu o ensino do conteddo matematico nimeros
complexos durante a realizagdo do ensino médio por estes alunos. A entrevista
encontra-se no Apéndice A.

Na sequéncia, a analise dos resultados obtidos com a participacdo de 45

alunos voluntéarios.
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A entrevista foi feita por meio de formulario do Google Docs, disponivel
através de um link enviado as listas de email dos alunos.

Ao perguntar o tipo de instituicdo de ensino em que cursaram o Ensino
Médio aos alunos entrevistados, verificou-se que 71% dos alunos realizaram o
Ensino Médio em escolas da rede publica de ensino e 29% em escolas particulares

(figura 1).

Figura 1 — Tipo de instituicdo de ensino

Tipo de instituicao de ensino?

80%
70% -
60% -
50% -
40% -
30% -
20% -
10% -
0% -

Publico Privado

Fonte: Gomes, 2011.

Os alunos da Universidade Federal do Pampa s&o naturais de diversas
cidades do Brasil. Na figura 2, observou-se que 27% dos alunos realizaram o Ensino
Médio em uma escola da cidade de Alegrete, 44% dos alunos realizaram o Ensino
Médio em uma escola localizada em outro municipio do Estado do Rio Grande do
Sul e 29% dos alunos entrevistados realizaram o Ensino Médio em uma escola

localizada em outro Estado do Brasil.

! O Google Docs, é um pacote de aplicativos do Google baseado em AJAX. Funciona

totalmente on-line diretamente no navegador. Os aplicativos sao compativeis com o
OpenOffice.org/BrOffice.org, KOffice e Microsoft Office, e atualmente compde-se de um processador
de texto, um editor de apresentacdes, um editor de planilhas e um editor de formularios, utilizado
neste trabalho.
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Figura 2 — Cidade em que a escola esta localizada

Cidade em que a escola esta localizada?
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Fonte: Gomes, 2011.

Os alunos entrevistados sao ingressos dos diferentes cursos de graduagéo
da Universidade Federal do Pampa, sendo 33% dos alunos matriculados no curso
de Engenharia Elétrica, 20% no curso de Engenharia Civil, 16% no curso de
Engenharia Mecéanica, 16% no curso de Engenharia de Software, 11% no curso de

Ciéncia da Computacéo e 4% no curso de Engenharia Agricola, conforme figura 3.

Figura 3 - Curso de graduag&o em que esta matriculado.

Curso de graduacdo em que esta matriculado?
35%
30%
25%
20%

15%

10% i
5%
0% T T T T

Eng. Elétrica Eng. Civii Eng. Mecanica  Eng. de Ciénciada Eng. Agricola
Software Computacéo

Fonte: Gomes, 2011.
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Ao perguntar se o aluno entrevistado estudou o conteddo matematico
nameros complexos durante o Ensino Médio, obtiveram-se dados que se acredita
mostrar a realidade do ensino deste conteddo no Brasil, sendo que 36% afirmaram
que estudaram o conteuddo numeros complexos no Ensino Médio, 13% néao

estudaram este contetido e 51% de modo parcial, conforme figura 4.

Figura 4 - Vocé estudou numeros complexos no Ensino Médio.

Vocé estudou numeros complexos no Ensino Médio?
60%

50%

40%

30% -

20% -

10% -

0% -

Sim Nao Parcialmente

Fonte: Gomes, 2011.

Os alunos entrevistados apontaram alguns conceitos estudados no ensino
de nimeros complexos: 42% dos alunos estudaram adi¢cdo de nimeros complexos,
38% dos alunos estudaram subtracdo de numeros complexos, 38% dos alunos
estudaram multiplicacdo de nimeros complexos, 31% dos alunos estudaram diviséo
de numeros complexos, 24% dos alunos estudaram o conjugado de um ndmero
complexo, 22% dos alunos estudaram o inverso de um nimero complexo e 11% dos
alunos estudaram o modulo de um numero complexo. Ressalta-se que nesta
pergunta os alunos tiveram a opc¢do de marcar mais de uma resposta, por iSso a

soma dos percentuais ultrapassa o valor de cem por cento (figura 5).
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Figura 5 - Quais destes conceitos foram estudados.

Quais destes conceitos foram estudados?

45%
40%

35%

30%

25%

20%

15%

10%
1
0% T T T T T T

Adicdo de n° Subtracdo de Produto de n° Diviséo de n°® Conjugado de Inverso de n°® Mddulo de n°
complexo n°complexo complexo complexo n°complexo complexo complexo

Fonte: Gomes, 2011.

Sabe-se que a maior parte dos alunos, por diversos fatores, apresentam
dificuldades no processo de aprendizagem do conteddo numeros complexos. A
figura 6 mostra que apenas 18% dos alunos entrevistados afirma ter entendido este
conteudo, 44% admitem n&o ter entendido e 38% dos alunos revelam ter entendido

parcialmente.

Figura 6 - Vocé entendeu este contetdo.
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Fonte: Gomes, 2011.
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Quando questionados a respeito das dificuldades encontradas no processo
de aprendizagem do conteldo, os alunos listaram:

- Muitos conceitos e poucos exercicios propostos;

- Compreenséao da explicagao;

- A complexidade do conteudo;

- O conteudo foi desenvolvido ao final do ano letivo. Pelo fato de estar
aprovado ndo deu muita importancia;

- Falta de entendimento de conteldos anteriores, que serviriam como base
para compreender nUmeros complexos;

- Falta de cobranca por parte do professor;

- Desinteresse do professor em explicar este contetdo;

- Dificuldade nas opera¢gBes com numeros complexos.

Os numeros complexos possuem aplicacbes praticas em diversas areas.
Considera-se de suma importancia no processo de aprendizagem que os alunos
reconhecam a aplicabilidade destes nimeros. Apenas 20% dos alunos entrevistados
afirmam conhecer alguma aplicacdo pratica dos numeros complexos. Contraposto,
80% dos alunos ndo conhecem uma aplicacdo do uso dos numeros complexos

(figura 7).

Figura 7 - Vocé conhece alguma aplicagdo pratica do conteudo.
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Aos 20% dos alunos que afirmaram conhecer alguma aplicagdo dos
nameros complexos, perguntou-se quais seriam estas aplicacdes. Na sequéncia,

algumas das aplicacdes citadas pelos alunos:

- Fasores

- Calculo e Fisica

- Analise de circuitos

- Célculo de poténcias ativas e reativas
- Corrente elétrica

- Circuitos elétricos (03 respostas)

- Engenharia elétrica

Sabe-se da importancia da utilizacdo de recursos tecnoldgicos no processo
ensino-aprendizagem. Questionou-se aos alunos se durante as aulas do contetdo
nameros complexos, o professor utilizou algum destes recursos. Apenas 4% dos
alunos entrevistados responderam afirmativamente a pergunta e 96% dos alunos
dizem néo ter sido utilizado recursos tecnolégicos como ferramenta de apoio a

aprendizagem (figura 8).

Figura 8 - Foi utilizado algum recurso tecnoldgico nas aulas.
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Os recursos tecnoldgicos utilizados durante as aulas de numeros complexos,

citados pelos alunos que responderam sim a pergunta anterior, foram:

- Datashow

- Software Matlab
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3 RECURSOS TECNOLOGICOS NO ENSINO

Acredita-se que o professor precisa criar no aluno a necessidade de
aprender, que essa sera sua forca no processo de constru¢cdo do conhecimento.
Sendo assim, percebe-se a importancia em contextualizar o conteudo procurando
maior rendimento no aprendizado. O uso da fala, lousa e giz deixaram de ser os
anicos recursos em sala de aula. Passou-se a buscar formas para permitir visualizar
os exemplos. Uma nova fase veio agregar a aula recursos para auxiliar o professor.
O livro, com sua importancia até hoje e por muito tempo destacada, ganhou
companheiros: o globo terrestre, o mapa e outros auxiliares. Com o avango da
tecnologia surgem o0s acetatos e o0s retroprojetores. As transparéncias passam a
auxiliar na construcdo do conhecimento, oferecendo apresentacfes projetadas,
preparadas com calma e antecedéncia, substituindo a lousa em alguns topicos.

Lentamente o projetor de slides entrou como auxiliar ao professor, ganhando
espacgo nas aulas.

Recursos audiovisuais passaram a ser apoio fundamental para as aulas em
classe. O videocassete, o computador e a multimidia vieram contribuir com os
recursos que tornaram uma aula mais interessante.

A utilizacdo da informética na area da educacdo pode ser considerada
complexa, devido a diversidade dos recursos disponiveis. Com ela, é possivel se
comunicar, pesquisar, criar desenhos, efetuar calculos, simular fenbmenos, e muitas
outras acdes. Nem um outro recurso didatico possui tantas funcfes, além de ser o
recurso tecnoldgico mais utilizado em todas as areas do mercado de trabalho.

O computador deve assumir o papel de ferramenta e ndo de maquina de
ensinar. E a ferramenta que permite ao aluno realizar uma série de tarefas, das mais
simples, como produzir uma carta, até as mais complexas, como a resolugéo de
problemas sofisticados em matematica e ciéncias. Nesse sentido, o computador
passa a ter uma funcdo maior do que simplesmente passar informacédo. Ele € uma
ferramenta que o aluno utiliza para realizar uma tarefa. Nesta situagdo, o aluno
descreve as suas ideias para a maquina (na forma de um programa), a maquina
executa “essa ideia” e o resultado pode ser analisado. Se o resultado ndo € o
esperado, certamente o0 aluno sera instigado a refletir sobre o seu trabalho. Do

mesmo modo, o professor, através do trabalho do aluno, tera mais recursos para



26

entender o que o0 aluno sabe e o que ndo sabe sobre um determinado assunto,
conhecer o estilo de trabalho do aluno, bem como seus interesses e frustragoes.
Valente (1993).

A utilizacdo de recursos tecnologicos no ensino pode proporcionar ao aluno
uma aprendizagem significativa por meio da interacdo e da comunicagao.

Ressalta-se que a simples utilizagdo desses recursos, sem um planejamento
adequado, ndo garantira um ensino qualificado. Sendo assim, € de suprema
importancia um projeto educativo com conteldo, método e objetivos didaticos a

serem alcangados.

3.1 Aprendizagem Significativa

A aprendizagem significativa, que € o conceito central da teoria de Ausubel
(1968) e que foi aprofundada pelo préprio Ausubel, Novak e Hanesian (1980), é
definida como a aprendizagem que ocorre quando as idéias novas estao ligadas a
informacgdes ou conceitos ja existentes na estrutura cognitiva do individuo. Ou seja,
a aprendizagem significativa sé ocorrer4 quando uma nova informacao relaciona-se,
de maneira substantiva (ndo literal) e ndo arbitraria, a um aspecto da base de
formacéo conceitual do educando. Nesse processo a nova informacao interage com
uma estrutura de conhecimento especifica, a qual Ausubel chama de “conceito
subsuncor” existente na estrutura cognitiva de quem aprende.

Segundo Moreira (2006), os conhecimentos ancoras ou “subsungores”
podem ser conceitos, ideias, proposicfes ja existentes na estrutura cognitiva,
capazes de servir de “ancoradouro” a um novo conhecimento de modo que este
adquira, assim, significado para o aprendiz.

Ausubel, Novak e Hanesian (1980) defendem a idéia de que & possivel
desenvolver métodos que facilitem a melhoria do trabalho em sala de aula na busca
de uma aprendizagem significativa. Os autores distinguem a aprendizagem
significativa da aprendizagem mecanica, afirmando que tanto a aprendizagem por
descoberta como a receptiva podem ser significativas. De acordo com Ausubel,
Novak e Hanesian (1980), ndo ha oposicdo entre a aprendizagem mecanica e a

significativa, elas representam na verdade um continuum. Segundo ele, a
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aprendizagem mecanica é inevitavel no caso de conceitos inteiramente novos para o
aluno, mas posteriormente ela se transformara em significativa.

Esses mesmos autores comentam ainda que, independente do quanto uma
determinada proposicdo € potencialmente significativa, se a intencdo do aluno é
memoriz4-la, tanto o processo de aprendizagem como o produto da aprendizagem
sera automatico. A retencdo, neste caso de aprendizagem que nao € significativa, é
mais limitada e muito mais pode ser aprendido e retido se houver aprendizagem
significativa.

Segundo Moreira (2006), as condi¢cdes para que ocorra aprendizagem
significativa sdo entendidas como o grau de significacdo que sera dado pelo
individuo ao novo conceito, de acordo com os conhecimentos prévios (subsuncgores)
existentes na sua estrutura cognitiva. Ou seja, é fundamental que o aprendiz
manifeste uma disposicao para relacionar, de maneira substantiva e ndo arbitraria, o
novo material, e que este tenha o carater de ser potencialmente significativo a
estrutura cognitiva do aluno.

Pretendeu-se, com a proposta de ensino aprendizagem dos nameros
complexos, apresentada neste estudo, que fosse possivel uma aprendizagem
significativa no ambiente escolar devido a forma com que o conteludo foi
apresentado aos alunos, isto €, através da realizacdo de atividades na sala de aula e

no laboratoério de informatica, em torno de tarefas de exploracao e investigagao.
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4 O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Ao longo da histéria da Matematica, de acordo com a necessidade de
representar certas situacdes, o0 homem buscou simbolos capazes de satisfazer suas
necessidades. A representacdo dos conjuntos numéricos iniciou pelo conjunto dos
nameros naturais, representado pela letra , sendo elementos pertencentes a esse
conjunto: =1{0, 1, 2, 3, 4, 5,...}. Diante de algumas opera¢cdes mais complicadas,
como subtrair de um nimero menor uma quantidade maior, houve a necessidade da
existéncia de outros numeros. Surgiu, entdo, o conjunto dos numeros inteiros,
representado pela letra . Pertencem a esse conjunto: ={..,, -3, -2, -1, 0, 1, 2,
3,...}. O préximo conjunto a ser criado foi o dos numeros escritos na forma
fracionéria, denominado conjunto dos nimeros racionais, representado pela letra
sendo pertencentes a este conjunto os elementos: ={...,-3,-2,-15,0,1, 2,5, 3...}.
Ao resolver a raiz de alguns numeros, percebe-se que as solucdes encontradas séo
nameros decimais infinitos e que ndo obedecem a uma sequéncia, portanto, esses
nameros pertencem a um novo conjunto chamado irracionais, representados pela
letra . Nenhum dos outros conjuntos citados anteriormente esta contido no conjunto
dos irracionais. A unido do conjunto dos numeros racionais com o conjunto dos
nameros irracionais forma o conjunto dos nimeros reais, representado pela letra

Todos estes conjuntos ndo satisfizeram alguns calculos, entdo surgiu o
conjunto dos numeros complexos, em geral denotado pela letra , e escrito na forma
algébrica a + bi, onde a representa a parte real e b a parte imaginaria. Considerando
gue o conjunto dos nimeros reais esta contido no conjunto dos nimeros complexos,
pode-se afirmar que o conjunto dos numeros complexos € o maior dos conjuntos

numéricos.

4.1 Origem dos numeros complexos

Por volta do século XVI, os matematicos afirmavam nao existir raiz quadrada
de um ndmero negativo, pois um nuamero negativo ndo € quadrado de nenhum
namero, pensamento que foi pregado por Bhaskara, desde o século XII. Rosa, 1998.

Neste periodo, havia na Europa, mais especificamente na Italia, grande

interesse pelo estudo da Matematica. O feito mais relevante desse periodo foi a
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descoberta, por matematicos italianos, da solucao algébrica das equacdes cubica e
quértica. Por volta de 1545, Nicolau Fontana, conhecido como Tartaglia, anunciou
que a solucdo algébrica para uma equacdo cubica do tipo: x* + cx = d, se dava

através da formula, conhecida hoje, como férmula de Cardano — Tartaglia:

Como na época nao se extraiam raizes quadradas de nUmeros negativos, a

férmula de Cardano — Tartaglia s6 se aplicava quando:

Nessa época 0 matematico italiano, Rafael Bombelli, resolvendo a equacéao:
x> — 15x = 4 chegou a um impasse. Para o calculo direto, ele verificou que o nimero
4 era raiz da equacao, pois 4° — 15.4 = 64 — 60 = 4. Tentando verificar se encontrava

a raiz de 4 aplicando a férmula de Cardano — Tartaglia chegou a expressao:

Simplificando:
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Por causa, desse resultado, Bombelli acreditava que a equacdo nao teria

solugéo, pois ndo € um numero real. No entanto, ele sabia que 4 era uma
das raizes da equacédo. Para superar esse problema, ele tentou encontrou regras

para trabalhar com esses nimeros, que ele denominou imaginarios.

Bombelli concebe a existéncia de expressdes da forma e

gue possam ser consideradas, respectivamente, como e —

Ele escreveu:

De onde vem: 28 = 4 entdo a = 2. Com a = 2, pode-se voltar a equacao:

Entao:

Os matematicos da época procuravam maneiras de se evitar o uso dos
nameros complexos. As primeiras tentativas bem sucedidas de caracterizacdo

destes novos numeros foram do engenheiro italiano Rafael Bombelli, que revelou
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regras para se operar com a unidade imaginaria, reconheceu a existéncia dos

nameros complexos e demonstrou a insuficiéncia dos numeros reais:

Este tipo de raiz quadrada tem operacfes aritméticas diferentes dos outros
e uma denominacédo diferente, porque quando o cubo da terca parte das
coisas é maior que o quadrado da terca parte do nimero, 0 excesso nao se
pode chamar-lhe ‘nem mais nem menos’. Mas vou chama-lhe ‘mais de
menos’ quando for adicionado e quando for subtraido vou chama-lhe de
‘menos de menos’. (BOMBELLI, 1568, apud OLIVEIRA, 2000, p.7)

As raizes quadradas de numeros negativos continuaram a ser trabalhadas,
nao sé no estudo de equacdes algébricas. Ressalta-se que foram as equacdes do 3°

grau e ndo as do 2° que levaram a criacdo dos numeros imaginarios.

O simbolo ~ foi utilizado por Leonhard Euller em 1777, e apareceu
impresso pela primeira vez em 1784, tornando-se amplamente conhecido apés seu
uso por Gauss em 1801.

Os termos real e imaginario foram empregados pela primeira vez por René
Descartes em 1637. A expressao numero complexo foi introduzida por Carl Friedrich
Gauss em 1832.

O primeiro a formular a representacao grafica foi um agrimensor noruegués
chamado Caspar Wessel (1745-1818), o qual representa o nimero complexo a + bi
pelo vetor do plano com origem O (a origem dos eixos coordenados) e com
extremos no ponto P de coordenadas (a, b), ou seja, da mesma forma como é feita
nos dias atuais.

Finalmente a formalizagcdo dos niumeros complexos como pares ordenados
de numeros reais seria desenvolvida em 1833 por Wilian Rowan Hamilton (1805-
1865) e em 1847 por Agustin Cauchy (1789-1857).

4.2 Aspecto algébrico dos nimeros complexos

O conjunto dos numeros complexos, representado por , surgiu a partir do
tratado de Algebra, publicado em 1572, por Rafael Bombelli. Nele, seus elementos
devem ser tais que possam ser somados e multiplicados, e também possibilitem a
extracdo da raiz quadrada de um numero negativo. Logicamente, 0os numeros reais

precisam ser elementos desse conjunto , e as operacdes de adicdo e multiplicacéo
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feitas sobre 0os numeros reais no conjunto  devem ser as mesmas ja conhecidas.
Se isso nao fosse possivel, o conjunto  ndo seria um subconjunto de

Todo numero complexo escrito na forma de par ordenado de nameros reais
z = (a, b) pode ser escrito na forma algébrica z = a + bi, sendo a e b nUmeros reais e
i> = -1. Um nimero complexo escrito nessa forma tem duas partes, quais sejam:

a=parterealde z=Re (z)

bi = parte imaginaria de z =Im (z).

Observa-se também que, se b = 0, entdo z = a identifica-se como namero
real; se a=0e b # 0, entdo z = bi, que se denomina imaginario puro, e se a = b =0,
0 numero complexo z = 0, é nulo.

Usando a forma algébrica, as operacdes de adicdo, subtracdo e
multiplicagcdo sdo mais intuitivas do que com a representagcao por pares ordenados.
Na multiplicagdo, por exemplo, basta aplicar a mesma propriedade distributiva usada

na multiplicacdo de binémios, porém observando que i € um nimero real e vale -1.

4.2.1 Operagdes com nameros complexos na forma algébrica

Tomando-se a forma algébrica dos niumeros complexos, com ela se pode

definir as operacdes soma, subtracdo, produto, conjugado, divisdo e poténcia.

4.2.1.1 Adicao

Dados os numeros complexos z e w tais que z = a + bi e w = ¢ + di, define-
se a soma entre tais valores da seguinte forma:

z+w=(a+bi)+ (c+di

z+w=(a+c)+(b+di

Associa-se a operacdo com numeros complexos a operacao correspondente
com pares ordenados. Assim, como z = a + bi =(a, b) e w = c + di = (c, d), verifica-se
que:

z+w=(a+hi)+ (c+di

z+w=(a, b)+(c,d)

z+w=(a+c,b+d)
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z+w=(a+c)+(b+di

Exemplo:

Considerando os numeros complexos z=2 + 3iew =1 — 4i:
z+w=(a+c)+(b+di

z+w=(2+1)+(3-4)

z+w=(3)+(-1)i

z+w=3-1i

4.2.1.2 Subtracao

Considerando os numeros complexos ze wtaisque z=a+biew=c +di, a
subtracdo entre z e w € definida como a soma de z com o simétrico de w. Sendo

assim:

z—-w=2z+(-w)

z—w = (a+ bi) + [- (c +di)]
z—w = (a+ bi) + (- c —di)
z-w=[a+(-c)] +[b+(-d)]i
z-w=(@-c)+ (b-di

Exemplo:

Sendo os numeros complexos z=2+3iew=1—4i:
z-w=(a-c)+((b-di

zZ-w=2-1)+@B-(-4)i

Z—-wW=1+7i

4.2.1.3 Produto

Dados os numeros complexos z e w tais que z = a + bi e w = ¢ + di, define-

se o0 produto entre tais valores da seguinte forma:
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zw = (a+bhi).(c+di
z.w = (a, b). (c, d)
z.w = (ac — bd) + (ad + bc)i

Exempilo:

Considerando os numeros complexos z=2 +3iew =1 —4i:
z.w = (ac — bd) + (ad + bc)i

zw = (2.1-3.(-4)) + (2.(-4) + 3.1)i

zZw=(2+12) + (- 8 + J)i

z.w =14 - 5i

4.2.1.4 Conjugado de um numero complexo

Dado um numero complexo z = a + bi, denomina-se conjugado de z, o
namero complexo que se obtém a partir de z trocando o sinal de sua parte
imaginaria. O conjugado de um numero complexo é representado por . Deste
modo, sendo z = a + bi, o conjugado de zé =a - bi.

Exemplo:

O conjugado do numero complexo z=3+4ié =3-4i.

4.2.1.5 Divisao

Considerando os numeros complexos ze w taisque z=a + biew =c + di,
sendoc#0oud#0e — 0 conjugado de w, define-se a divisdo em da

seguinte forma:




Exemplo:

Dados os numeros complexos z=2+3iew =1+ 2i

35
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4.2.1.6 Poténcias de i

Dada a unidade imaginaria i = (0, 1), observa-se 0 que ocorre com suas
poténcias:

- Toda poténcia cujo expoente é 0 (zero) o resultado é 1, entdo i° = 1;

- Toda poténcia cujo expoente é 1 o resultado é a propria base, entéo i* = i;

- Considerando a notac&o de par ordenado:

(0, 1)? = (0, 1). (0, 1)

(0,1)°= (0.0 - 1.1, 0.1 + 1.0)

(0,1)>=(0—1, 0 + 0)

(0,1)*=(-1,0)

(0,1)°=-1,

entdo i’ =-1;

- Aplicando as propriedades de poténcias, i¥ =% i=-1.i=-i;

- Novamente pelas propriedades de poténcias, i* = i%. i* = (-1). (-1) = 1.

A partir destas observacoes, verifica-se que as poténcias de i se repetem em
ciclos de 4. Desta forma, define-se o resultado das poténcias de i para qualquer
expoente inteiro, lembrando que dado um numero inteiro n, ele pode ser escrito
comon=4q+r,emqueq e r é o resto da divisdo de n por 4. Assim, r {0, 1, 2,

3). Deste modo, dado i" segue que:

in — i4q+r
in=j4d i
i"= (i
=19
n r

Comor {0,1,2, 3}, entdoi" {1,i, -1, -i}

4.3 Plano de Argand-Gauss
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Em fins do século XVIlI e inicio do século XIX, trabalhando
independentemente, C. F. Gauss e J. R. Argand associaram os pares ordenados do
plano cartesiano a um numero complexo. Desta forma, dado o par ordenado (a, b),
ele seria associado ao namero complexo z = a + bi, em que a parte real seria
localizada sobre o eixo Ox e a parte imaginaria ficaria sobre o eixo Oy (figura 9).

O ponto P(a, b) correspondente ao numero complexo z = a + bi € chamado
afixo ou imagem geométrica de z. O eixo Ox recebe 0 nome de eixo real, enquanto
que o eixo Oy é o eixo imaginario. O plano cartesiano associado aos numeros
complexos recebe o nome de plano de Argand-Gauss em homenagem a estes

matematicos.

Figura 9 - Plano de Argand-Gauss

Ya

b ot ® (a,b) = a—+ bi

Fonte: Gomes, 2011.

4.4 Médulo de um nimero complexo

Dado um numero complexo z = a + bi, define-se o seu modulo, representado

por  como sendo o valor positivo de

Exemplo:
O médulode z=3 + 4i é:
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Geometricamente,  é a distancia entre o afixo de z e o ponto (0, 0) origem

do sistema de coordenadas cartesianas (figura 10).

Figura 10 — Modulo de um nimero complexo

Ya

(a,b) = a + bi

Fonte: Gomes, 2011.
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5 O SOFTWARE LIVRE NUMEROS COMPLEXOS

Segundo o autor do software, Leal (2005), o programa permite fazer
operacbes com numeros complexos. O usuario do software introduz os complexos
na forma a + bi, escolhe a operacdo e pode ver a imagem geométrica dos
complexos e do resultado da operacdo pretendida. Nas caixas de texto
correspondentes podem introduzir-se os complexos, simplificados ou n&o, mas
sempre na forma algébrica. Os valores digitados nas caixas de texto devem ser
nameros inteiros. O software livre NUmeros Complexos esta disponivel no seguinte
endereco: http://josefleal.neo.sapo.pt/numeroscomplexos.htm. Ressalta-se que o
software livre Numeros Complexos pode ser executado apenas no sistema

operacional Windows.

5.1 Descrigéo das telas do software e suas funcionalidades

Neste capitulo, apresenta-se o software livre Numeros Complexos, com a

visualizagao das telas e descrigédo de suas funcionalidades.

5.1.1 Paginainicial

Ao executar o software, a tela mostrada na figura 11 é apresentada ao
usuario, sendo que a operacdo Soma de Complexos j4 esta selecionada como
padréo.

Na tela inicial existe os menus: Sair, que ao clicarmos o programa € fechado;
Produto, que demonstra graficamente as operagdes do produto por numero real,
produto por unidade imaginaria, produto por imaginario puro e o produto de dois
complexos; Poténcia, com as poténcias da unidade imaginaria, poténcias de
imaginario puro e poténcias de numero complexo; Quociente, onde encontramos o
guociente por numero real, quociente por imaginario puro, quociente por unidade
imaginaria e o quociente de dois complexos; Raiz, com as raizes da unidade
imaginaria, raizes de imaginarios puros e as raizes de numeros imaginarios;

Diversos, neste menu temos 0 inverso e o conjugado de um numero complexo;
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Ajuda, que traz informacdes a respeito do software e dicas ao usuario quanto ao seu
uso.

Abaixo do menu tem uma area branca, reservada para desenhar
graficamente os niumeros complexos.

A direita da tela sdo mostradas as sec¢fes pertinentes ao menu selecionado.
Em cada secao existem dois botdes denominados Desenhar e Apagar. Ao clicar no
botdo Desenhar, um grafico aparecera na area branca, localizada abaixo do menu e

ao clicar no botdo Apagar, este grafico desaparecera da area branca.

Figura 11 — Tela inicial do software

" NUMEROS COMPLEX0S
23 ) R A translagdo
e B +
tode | potinca . e || | s Z= S (oo s Dt
SOMA DE COMPLEXODS 5= 5 [ndimera real ou imaginario purg) T’Q
Resultado: Apagar
A regra do paralelogramo
Z1 = 52 [farma a + bi] ]’%;'
22: ,T [forma e + di] t%
FRiezultado: &pagar
0 simétrico
= 52
Z ! lEmmas ) Deserhar
T
Resultada: %
Epagu
A subltracgdo
Z= [ 23 flomaa+bi j N
= 52 [farma ¢ + di)
Z2 . * Q
Resultado: Emri

Fonte: Leal, 2005.

5.1.2 Menu soma

O menu Soma possui quatro se¢cdes denominadas: A translacdo, A regra do

paralelogramo, O simétrico e A subtracao.

5.1.2.1 A Translacao
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Na primeira secdo, denominada A translacdo, destacada na figura 12 por
uma linha tracejada, encontra-se a operagdo de translagdo de numeros complexos.
O usuério do software devera digitar um nimero complexo na forma algébrica (a +
bi), no campo Z;, e um nimero real ou imaginario puro no campo Z,, depois clicar no
botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado esquerdo da tela,
aparecera em azul o desenho grafico de Z; e, em vermelho, o desenho grafico do

resultado da operacéo de translacéo.

Figura 12 — Translacéo

NUMEROS COMPLEXOS

A translacao

2z, 3 " A 1
°}:f by _‘::f =y ><K~ 1 i
= erdi erdi
Froduwe Betincty Quasisrte iz Diverzaz Bjuda 1 Z,= 243 [foma 2 + bi) 1
1
SOMA DE COMPLEXODS 1 Z7= 5 [rimero real ou imaginério puro) "% !
1
¥
! : Resutads: | 243 oo || 1
____________________ -
A regra do paralelogramo
Z1 = 3] [Farma a + bi] Jgr
22: F+di [farma o + di] T s
Resultado: Apagar
0 simétrico
Z1 = 52 [farma & + bi) ?{4}"
T
Fiesultado: x
Apagu
A subl =t
1 E 4 5 5 7 ® ?
= 2430 [forma & + bi] il
— [ [Farma ¢ + di)
22 4 L3 %
Resultado: "
A soma de um mimero complexo com um mimero real on
com um imagindrio puro corresponde & wna translagio no
flano

Fonte: Leal, 2005.

5.1.2.2 Aregra do paralelogramo

Na segunda sec¢éo, denominada A regra do paralelogramo, destacada na
figura 13 por uma linha tracejada, encontra-se a operacdo de soma de numeros
complexos através da regra do paralelogramo, utilizada em vetores. O usuério do

software devera digitar um namero complexo na forma algébrica (a + bi), no campo
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Z; e outro numero complexo na forma algébrica (c + di) no campo Z,, depois clicar
no botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado esquerdo da tela,
aparecera em azul o desenho grafico de Z;, em verde o desenho grafico de Z, e em
vermelho a diagonal do paralelogramo formado por Z; e Z,, que representa o
resultado da soma destes dois nimeros complexos. No campo resultado aparecera
a resposta da soma do numero complexo digitado no campo Z; com 0 ndmero

complexo digitado no campo Z,, na forma a + bi.

Figura 13 — A regra do paralelogramo

' NUMEROS COMPLEX0S NEE]
A translagao
2 . . .
a}:f b _‘::f e <K~ 0 _%
Fis i ordi
Frodute Forincia | Quocierts Tz Diverzas ajuds =] =3 Ifaima a + kil E,
$0OMA DE COMPLEXDS z,= 5 [riirner real ou imadginrio puro) “'K
¥ -
Y] Resultada: 2430 Apagar
= e e e e e e e m - =
. |A reara do paralelogiamo !
' 1
! 1
7 Z= 52 [forma a + bi]
15 1
1
i | 27 S fformac + di = 1
g 1
i 1
* i Fesuliade: B g |||
____________________ 1
4 0 simétrico
i = [ 5a -
Z1 i [forma a + bi] Destrhr
2i : =
L Resultado: Q
i "‘ Apagar
— A subl i
. & 2 6 5 -4 -5 a A a 3 . s 6, 7 8 a x
-i x = 243 [forma a + bi] Rl
ai ' = ] [forma © + di]
' 22 4 T K
s Resultado: ;

A adigin de dois mimeros complexos, graficamerte, pods
ser obtida pela regra do paralkelo gramo utilizada nos
8i vectores Trés dos vértices do paralelogramo s0 a ofigem

dos eixos & o5 pantos que sio imagem geométtica dos dois

rimetas complexos

Fonte: Leal, 2005.

5.1.2.3 O simétrico

Na terceira se¢do, denominada O simétrico, destacada na figura 14 por uma
linha tracejada, encontra-se a operacdo de simetria de nameros complexos. O
usuario do software devera digitar um nimero complexo na forma algébrica (a + bi),

no campo Z; e clicar no botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado
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esquerdo da tela, aparecera em azul o desenho grafico de Z; e, em vermelho, o
desenho grafico do niumero complexo simétrico & Z;, No campo resultado aparecera
o valor do numero complexo simétrico ao niumero complexo digitado no campo Z;,

na forma a + bi.

Figura 14 — O simétrico

“ NUMEROS COMPLEXOS

225 ) R . A translag3o
! L el | 2w | 9 %-
e | | e || | G| | e | | S || ] B z;=| 23 (fomaa+b) e
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¥y -
6 Resultado: 2+ £pag
A regra do paralelogramo
i
Z1 = 52 [farma a + bi] ]’%;'
- z= | 3 fomac«d) p
2
. Resultado: gLl
10 simético
1
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr ai I z= 52 ffoima  + bi]
1 1
I
1 Resultado: R
I
A =
5 s 4 3 2 1 1 2 3 . s 6 x
7= [ 23 ffomaa+bi
7= [ 55 lomsce+d
H 2
B B : Resultads
ey
4
si
%

Fonte: Leal, 2005.

5.1.2.4 A subtracéo

Na quarta se¢ao, denominada A subtragcdo, destacada na figura 15 por uma
linha tracejada, encontra-se a operacao de diferenca de numeros complexos. O
usuario do software devera digitar um namero complexo na forma algébrica (a + bi),
no campo Z; e outro numero complexo na forma algébrica (c + di) no campo Z,
depois clicar no botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado
esquerdo da tela, aparecerd em azul o desenho grafico de Z;, em verde o desenho

grafico de Z,, em anil o simétrico de Z, e, em vermelho, o resultado da diferenca
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destes dois numeros complexos. No campo resultado aparecerd a resposta da
diferenca do nimero complexo digitado no campo Z; pelo numero complexo digitado

no campo Z,, na forma a + bi.

Figura 15 — A subtracao

" NUMEROS COMPLEX0S mEE
A translagao
2 \ . \ T
TEEEEL -
FE=) c+rdi cHd: - 243 F
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¥y .
6 Resultada: 2430 Epagar
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i
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. Fiesuliade: 54 Hpagar
i
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Resultado: e Q
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_____________________
I s = 1
3 5 ) 3 a 1 1 a 3 . 5 6 x| 1
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4 I i i
= [ [farma ¢ + di] 1
L g
ai | Resubado: | 39 . !
wg |
e o o -
s
Y
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%

Fonte: Leal, 2005.

5.1.3 Menu Produto

O menu produto possui quatro se¢des denominadas produto por ndmero
real, produto por unidade imaginaria, produto por imaginario puro e produto de dois
complexos. Na pratica pedagogica, priorizou-se a primeira e a quarta se¢cao: produto
por namero real e produto de dois complexos, devido a quantidade de horas-aulas

destinadas a este conteudo.

5.1.3.1 Produto por numero real
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No menu produto, na primeira se¢cdo, denominada produto por numero real,
destacada na figura 16 por uma linha tracejada, encontra-se a operacdo de
multiplicacdo de um numero complexo por um numero real. O usuario do software
deverd digitar um numero complexo na forma algébrica (a + bi) no campo Z; e um
namero real no campo Num, depois clicar no botdo Desenhar. No plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, aparecerd em linha tracejada azul o desenho
grafico de Z; e em linha tracejada vermelha o desenho grafico do resultado da
multiplicacdo do numero complexo digitado no campo Z; pelo nimero real digitado
no campo Num. No campo resultado aparecera a resposta da multiplicacdo do
namero complexo digitado no campo Z; pelo numero real digitado no campo Num,

na forma a + bi.

Figura 16 — Produto por namero real

' NUMEROS COMPLEX0S
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’ 1
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Resultado: :&
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a4 % 5 4 a3 a4 + a2 3+ s & 1 x Produtode dois complexos
T
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1
7= 2420 [c+di) g
JES A, E
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X
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i Resubado: [
Y
iultiplicam se, tarto a parte real, coma a parte im agingria, pelo
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i

Fonte: Leal, 2005.

5.1.3.2 Produto de dois complexos
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Na quarta secdo, denominada produto de dois complexos, encontra-se a
operacdo de multiplicacdo de dois numeros complexos. O produto de dois
complexos pode ser visualizado através de dois métodos. Neste estudo apresentou-
se o0 primeiro método.

A visualizacdo grafica através do método 1 é desenvolvida em uma
sequéncia de cinco passos, representados na tela por botdes numerados de 1 a 5.

O usuéario do software devera digitar um namero complexo na forma
algébrica (a + bi), no campo Z; e outro numero complexo na forma algébrica (c + di)
no campo Z,, depois clicar em cada um dos botdes da sequéncia, seguindo a ordem
crescente dos numeros de um a cinco.

Ao clicar no botdo 1 da sequéncia, aparecerd no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho gréafico de Z; em azul e o desenho

grafico de Z, em verde (figura 17).

Figura 17 - Produto de dois complexos — bot&o 1

“ NUMEROS COMPLEX0S E] @
:}:: :_:: i | v _% 0 Produto por nlflmel.n real
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= I
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Resultado:

#

r

Deserham-se 0s complexos Z) & Fy

Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 2 da sequéncia, aparecerd no plano cartesiano,

apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho
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grafico de Z, em verde e o desenho gréfico do resultado da multiplicacdo do nimero

complexo Z; pelo numero real C em verde musgo (figura 18).

Figura 18 - Produto de dois complexos — bot&o 2
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 3 da sequéncia, aparecera no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde, o desenho grafico do resultado da multiplicacdo do numero
complexo Z; pelo nimero real C em verde musgo e o desenho gréafico do resultado

da multiplicagdo do numero complexo Z; pelo imaginario puro di em lilas (figura 19).
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Figura 19 - Produto de dois complexos — botéo 3
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 4 da sequéncia, aparecerda no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde, o desenho gréafico do resultado da multiplicacdo do nimero
complexo Z; pelo numero real C em verde musgo, o desenho gréafico do resultado da
multiplicagdo do numero complexo Z; pelo imaginario puro di em lilas e o desenho

gréafico da aplicacao da regra do paralelogramo em linha pontilhada (figura 20).



Figura 20 - Produto de dois complexos — botéo 4
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Fonte: Leal, 2005.
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Ao clicar no botdo 5 da sequéncia, aparecera no plano cartesiano,

apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho

grafico de Z, em verde, o desenho gréafico do resultado da multiplicacdo do nimero

complexo Z; pelo numero real C em verde musgo, o desenho gréafico do resultado da

multiplicagdo do numero complexo Z; pelo imaginario puro di em lilas e o desenho

grafico da aplicacdo da regra do paralelogramo em linha pontilhada e o desenho

gréafico do resultado do produto de dois numeros complexos em vermelho.

No campo resultado aparecera a resposta da multiplicacdo de dois niumeros

complexos, na forma a + bi (figura 21).



Figura 21 - Produto de dois complexos — botéo 5
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.4 Menu quociente
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O menu quociente possui quatro secbes denominadas: quociente por

namero real, quociente por unidade imagindria, quociente por imaginario puro e

quociente de dois complexos. Na pratica pedagdgica priorizou-se a primeira e a

quarta secédo: quociente por numero real e quociente de dois complexos, devido a

guantidade de horas-aulas destinadas a este conteudo.

5.1.4.1 Quociente por numero real

No menu quociente, na primeira se¢ao, denominada Quociente por nimero

real, destacada na figura 22 por uma linha tracejada, encontra-se a operagao de

divisdo de um numero complexo por um numero real. O usuario do software devera

digitar um namero complexo na forma algébrica (a + bi) no campo Z; e um nimero
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real no campo Num, depois clicar no botdo Desenhar. No plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, aparecera em azul o desenho gréfico de Z; e
em vermelho o desenho grafico do resultado da divisdo do numero complexo
digitado no campo Z; pelo nimero real digitado no campo Num. No campo resultado
aparecera a resposta da divisdo do numero complexo digitado no campo Z; pelo

namero real digitado no campo Num, na forma a + bi.

Figura 22 - Quociente por numero real
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.4.2 Quociente de dois complexos

Na quarta secédo, denominada Quociente de dois complexos, encontra-se a
operacdo de divisdo de dois numeros complexos. A visualizacdo grafica da divisdo
de dois nimeros complexos é desenvolvida em uma sequéncia de cinco passos.

O usuéario do software devera digitar um numero complexo na forma

algébrica (a + bi), no campo Z; e outro niumero complexo na forma algébrica (c + di)
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no campo Z,, depois clicar em cada um dos botdes da sequiéncia, seguindo a ordem
crescente dos numeros de um a cinco.

Ao clicar no botdo 1 da sequéncia, aparecerd no plano -cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul e o desenho

grafico de Z, em verde (figura 23).

Figura 23 - Quociente de dois complexos — botéo 1
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 2 da sequéncia, aparecerd no plano -cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde e o desenho gréfico da distancia entre o divisor Z, e a

unidade 1 do eixo x em uma linha tracejada (figura 24).
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Figura 24 - Quociente de dois complexos — botéo 2
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Ao clicar no botdo 3 da sequéncia, aparecerd no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho gréafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde, o desenho grafico da distancia entre o divisor Z, e a unidade
1 do eixo x em uma linha tracejada e em outra linha tracejada, a partir do ponto Z;,
um angulo com o mesmo valor do angulo formado do ponto Z, a unidade 1 do eixo x
(figura 25).
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Figura 25 - Quociente de dois complexos — botdo 3
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 4 da sequéncia, aparecera no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela: o desenho gréafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde, o desenho grafico da distancia entre o divisor Z, e a unidade
1 do eixo x em uma linha tracejada e em outra linha tracejada, a partir do ponto Z;,
um angulo com o mesmo valor do angulo formado do ponto Z, a unidade 1 do eixo X.
Uma nova linha tracejada representa a transposicao do angulo formado pelo Z; e o
eixo x, a partir da origem (figura 26).
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Figura 26 - Quociente de dois complexos — botédo 4
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo 5 da sequéncia, aparecerd no plano cartesiano,
apresentado no lado esquerdo da tela, o desenho grafico de Z; em azul, o desenho
grafico de Z, em verde, o desenho gréfico da distancia entre o divisor Z, e a unidade
1 do eixo x em uma linha tracejada e em outra linha tracejada, a partir do ponto Z;,
um angulo com o mesmo valor do angulo formado do ponto Z, a unidade 1 do eixo X.
Uma nova linha tracejada representa a transposi¢do do angulo formado pelo Z; e 0
eixo X, a partir da origem. Em vermelho, a distdncia da origem ao ponto de
interseccao representa o desenho gréfico do resultado da divisdo de dois numeros
complexos. No campo resultado aparecera a resposta da divisdo, na forma a + bi
(figura 27).
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Figura 27 - Quociente de dois complexos — botdo 5
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.5 Menu poténcia

O menu poténcia possui trés secdes denominadas poténcias da unidade
imaginaria, poténcias de imaginario puro e poténcias de numero complexo. Na

sequéncia, apresenta-se de forma detalhada cada secéo.

5.1.5.1 Poténcias da unidade imaginaria

Na primeira se¢cdo, denominada Poténcias da unidade imaginéaria, encontra-
se a operacdo de potenciacdo da unidade imaginaria de um numero complexo,
contendo quatro botdes: i, i%, i° e i*,

Ao clicar no botéao i, aparecera no plano cartesiano, apresentado no lado
esquerdo da tela, o desenho grafico da poténcia da unidade imaginaria i, em

vermelho.
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No campo resultado aparecerd a poténcia da unidade imaginaria i (figura
28).

Figura 28 - Poténcias da unidade imaginaria — botéo i
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Fonte: Leal, 2005.

Ao clicar no botdo i, aparecera no plano cartesiano, apresentado no lado
esquerdo da tela, o desenho grafico da unidade imaginaria i elevada ao quadrado
(i%), em vermelho.

No campo resultado aparecera a resposta da unidade imaginéria i elevada

ao quadrado (i) (figura 29).
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Figura 29 - Poténcias da unidade imaginaria — botéo i
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Ao clicar no bot&o i°, aparecera no plano cartesiano, apresentado no lado
esquerdo da tela, o desenho gréafico da unidade imaginaria i elevada ao cubo (i), em
vermelho.

No campo resultado aparecera a resposta da unidade imaginaria i elevada

ao cubo (i°) (figura 30).
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Figura 30 - Poténcias da unidade imaginaria — botéo i
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Ao clicar no botéo i*, aparecera no plano cartesiano, apresentado no lado
esquerdo da tela, o desenho grafico da unidade imaginaria i elevada a quarta
poténcia (i*), em vermelho.

No campo resultado aparecera a resposta da unidade imaginaria i elevada a

quarta poténcia (i*) (figura 31).



Figura 31 - Poténcias da unidade imaginaria — botéo i*
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5.1.5.2 Poténcias de imaginario puro

Na segunda secdo, denominada Poténcias de imaginario puro, destacada na
figura 32 por uma linha tracejada, encontra-se a operacdo de potenciacdo de um
imaginario puro. O usuario do software devera digitar um namero complexo na forma
algébrica bi no campo Z e um numero natural no campo n, depois clicar no botdo
Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado esquerdo da tela, aparecera
em azul o desenho grafico de Z; e, em vermelho, o desenho gréfico do resultado da
potenciacdo do imaginario puro digitado no campo Z pelo expoente digitado no

campo n. No campo resultado, aparecera a resposta da potenciacdo do imaginéario

puro digitado no campo Z pelo expoente digitado no campo n, na forma a + bi.

60
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Figura 32 - Poténcias de imaginario puro
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.5.3 Poténcias de numero complexo

Na terceira sec¢do, denominada Poténcias de niumero complexo, destacada
na figura 33 por uma linha tracejada, encontra-se a operagao de potenciacdo de
nameros complexos. O usuario do software devera digitar um nimero complexo na
forma algébrica a + bi no campo Z e um namero natural no campo n, depois clicar no
botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no lado esquerdo da tela,
aparecera em azul o desenho grafico de Z e em vermelho o desenho grafico do
resultado da potenciagdo do numero complexo digitado no campo Z pelo expoente
digitado no campo n. No campo resultado, aparecera a resposta da potenciacédo do
namero complexo digitado no campo Z pelo expoente digitado no campo n, na forma
a + bi.
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Figura 33 - Poténcias de numero complexo
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5.1.6 Menu diversos

O menu diversos possui duas sec¢des denominadas inverso de um complexo

e conjugado de um complexo.

5.1.6.1 Inverso de um complexo

Na primeira secdo, denominada Inverso de um complexo, destacada na
figura 34 por uma linha tracejada, encontra-se a operacao de inversdo de um
namero complexo. O usuario do software devera digitar um nimero complexo no
campo Z e depois clicar no botdo Desenhar. No plano cartesiano, apresentado no
lado esquerdo da tela, aparecera em azul o desenho grafico de Z e em vermelho o

desenho gréfico do inverso do numero complexo digitado no campo Z.
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Figura 34 - Inverso de um complexo
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.6.2 Conjugado de um complexo

Na segunda secao, denominada Conjugado de um complexo, destacada na
figura 35 por uma linha tracejada, encontra-se a opera¢ao do conjugado de nimeros
complexos. O usuério do software devera digitar um nimero complexo no campo Z e
depois clicar no botdo Desenhar.

No plano cartesiano, apresentado no lado esquerdo da tela, aparecera em
azul o desenho grafico de Z e em vermelho o desenho grafico do conjugado do

namero complexo digitado no campo Z.
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Figura 35 - Conjugado de um complexo
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Fonte: Leal, 2005.

5.1.7 Menu ajuda

Ao clicar no menu ajuda, aparecerdo em uma nova janela, informacgdes a
respeito do funcionamento do software (figura 36). As informagfes contidas neste
menu sdo de autoria do criador do software, José Leal.

O autor explica o formato dos valores a serem digitados no software livre e a
dimenséo dos eixos no grafico.

Além disso, expbe algumas dificuldades encontradas ao desenvolver o

software livre NUumeros Complexos.



Figura 36 — Ajuda
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6 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nesta secdo, apresenta-se a discussdao quanto a implementacdo da

proposta de ensino dos numeros complexos com auxilio do software livre.

6.1 A pratica pedagogica

A implementacao da proposta de ensino dos niumeros complexos através da
utilizacao do software livre Numeros Complexos, foi desenvolvida em uma escola de
ensino médio, da rede publica de ensino, localizada na cidade de Alegrete. A escola
conta com duzentos e sessenta (260) alunos no ensino fundamental e duzentos e
sessenta e cinco (265) alunos no ensino médio, totalizando quinhentos e vinte e
cinco (525) alunos.

Tendo em vista que o estudo do conteddo matematico nimeros complexos,
na educacao basica, normalmente é desenvolvido no 3° ano, apresentou-se como
campo de pesquisa uma turma do 3° ano do Ensino Médio, com 35 alunos
regularmente matriculados.

No primeiro momento, o conteldo foi exposto aos alunos de maneira
tradicional, para isso utilizou-se uma apostila, conforme Anexo B, com os tépicos a
serem desenvolvidos em sala de aula, como:

- Introducéo ao conceito de nimeros complexos;

- Origem dos numeros complexos;

- Representacao algébrica de um nimero complexo;

- Poténcias da unidade imaginaria;

- Adicdo de numeros complexos;

- Subtracdo de numeros complexos;

- Multiplicagéo de numeros complexos;

- Conjugado de um numero complexo;

- Divisdo de nameros complexos;

- Representacdo geométrica de um nimero complexo;

- Modulo de um numero complexo.

O desenvolvimento desses topicos e as atividades de fixacdo ocorreram em

guatro encontros, na sala de aula.
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No segundo momento, foi apresentado aos alunos o software livre Numeros
Complexos, na sala de audiovisual da escola, com uso de multimidia.

ApoOs apresentacdo, propds-se aos alunos o desenvolvimento de atividades
no software livre Nameros Complexos, referentes aos topicos estudados em sala de
aula.

Na seqléncia, as telas de algumas atividades desenvolvidas pelos alunos no

software livre Numeros Complexos:

Atividade 1: A soma dos numeros complexos z; = 2 + 5i e z, = 4 — 2i (figura
37).

Figura 37 — Atividade 1
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Fonte: Leal, 2005.

Atividade 2: A diferenca entre os nimeros complexos z; =12 + 3ie z, =3 +
6i (figura 38).
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Fonte: Leal, 2005.

Atividade 3: O produto dos numeros complexos z; =2 + 2ie z, =3 + 2i
(figura 39).

Figura 39 — Atividade 3
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Atividade 4: O quociente entre 0s numeros complexos z; =12 +6ie z, =4 +

2i (figura 40).

Figura 40 — Atividade 4
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Fonte: Leal, 2005.

ApoOs realizacdo das atividades no software livre Numeros Complexos, o0s
alunos solicitaram copia do software para realizarem atividades de fixacdo do

conteudo em seus computadores pessoais. O software foi disponibilizado aos alunos

através de um cd de instalacao.

Com esta atitude dos alunos, percebeu-se que o software livre NUmeros
Complexos despertou grande interesse nos alunos. Os mesmos mostraram-se
bastante curiosos e envolvidos com a realizagédo das atividades propostas e com as

funcionalidades do software, que proporcionou melhor entendimento do conteudo,

além de ser uma forma mais dinamica e prazerosa de aprender.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A inclusdo das tecnologias na vida de cada individuo exige habilidades que
vao muito além do simples lidar com elas. O computador, que hoje € instrumento
mais relevante na inclusdo das tecnologias, exigird do ensino de Matemética um
redirecionamento sob uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de
habilidades e procedimentos com o0s quais o individuo possa se reconhecer e se
orientar nesse mundo do conhecimento em constante movimento.

Assim sendo, o computador e os softwares devem ser mais um instrumento
no auxilio do ensino-aprendizagem da Matematica. Através do uso do software
Numeros Complexos, juntamente com as atividades elaboradas e desenvolvidas,
temos um forte aliado para o ensino-aprendizagem dos numeros complexos, pois
através do software os conceitos geométricos dao ao aluno uma visdo do que estao
fazendo, deixando de ser uma matéria rudimentar e sem muita importancia.

Percebeu-se ainda que a proposta da utilizacdo do software livie NUmeros
Complexos pode ressaltar varios aspectos pedagdgicos positivos, tais como: o
interesse, a atencdo, o dialogo, a participacdo efetiva, a motivacéo, a interacéo, a
integracdo e a aprendizagem articulada da geometria e da algebra.

Espera-se que este trabalho promova uma reflexdo dos docentes e contribua

no processo de ensino-aprendizagem do conteldo mateméatico nUmeros complexos.
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APENDICE A — ENTREVISTA

ENTREVISTA COM ALUNOS DA UNIPAMPA

O objetivo desta entrevista & obter algumas informagBes que possam me ajudar no trabalho de
Especializacdo que venho desenvolvendo sobre o ensino de nimeros complexos e suas aplicagbes. Sua
colaboragao e sinceridade nas respostas, com certeza serdo de grande importancia e desde ja agradeco.

*Obrigatorio

01 - Nome da escola onde cursou o 3° ano do Ensino Médio? *

02 - Tipo de ensino? *

Publico

Privado

03 - Cidade em que a escola esta localizada? *

~
Alegrete
o~
Outra no RS
o~

Outro Estado

04 - Curso de graduacédo em que esta matriculado no Campus Alegrete da UNIPAMPA? *

© Ciéncia da Computagéo
e Engenharia Agricola

C Engenharia Civil

e Engenharia Elétrica

e Engenharia Mecénica
.

Engenharia de Software

05 - Vocé estudou o conteddo nimeros complexos no 3° ano do ensino médio? *

- .
Sim
f" .
Parcialmente
o~

N&o

05.1 - Quais os conceitos de niumeros complexos foram estudados?

Se vocé respondeu SIM ou PARCIALMENTE na questéo 05, responda a questéo 05.1
Adicdo de numeros complexos
Subtracdo de nimeros complexos

Multiplicagdo de nimeros complexos



Divisdo de numeros complexos
Conjugado de um nimero complexo

Inverso de um ndmero complexo

B R

Translacéo

06 - Vocé entendeu este contelido?
- .

Sim

Parcialmente

Nao

07 - Quais as dificuldades que vocé encontrou no aprendizado?

-

[~
| o

08 - Vocé conhece alguma aplicagéo préatica do uso de nUmeros complexos? *
-

Sim
co

N&o
08.1 - Qual?

Se vocé respondeu SIM na questéo 08, responda a questédo 08.1

-

[
| o

09 - Foi utilizado algum recurso tecnoldgico durante as aulas de nimeros complexos? *
~

Sim
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09.1 - Qual?
Se vocé respondeu SIM na questao 09, responda a questédo 09.1

Enviar

Tecnologia Google Docs
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http://docs.google.com/
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APENDICE B — APOSTILA

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Em todo o ensino fundamental estudamos apenas 0s seguintes conjuntos

numMeéricos:

- Conjunto dos numeros naturais N = {0, 1, 2, 3...}

- Conjunto dos numeros inteiros Z={... -2,-1,0, 1, 2, ...}

- Conjunto dos numeros racionais Q ={-1/2,1,1,5 ...}

- Conjunto dos ndmeros irracionais | = {1, ¥2, ...}

- Conjunto dos numeros reais R = é formado por todos os numeros racionais e
irracionais.

Esses conjuntos ndo satisfazem alguns célculos, entdo é preciso que
estudemos mais um conjunto numérico, o conjunto dos niumeros complexos, esse é
um pouco diferente dos outros, pois contem em sua estrutura a letra i e sua
representacéo é feita pela letra maidscula C.

Os Numeros Complexos constituem o maior conjunto numérico existente.

N: conjunto dos niumeros Naturais
Z: conjunto dos numeros Inteiros
Q: conjunto dos niumeros Racionais
I: conjunto dos numeros Irracionais

R: conjunto dos nimeros Reais

C: conjunto dos numeros Complexos

O SURGIMENTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Tente resolver a equagao X2 + 4 = 0, aplicando o método geral de

transposicao de termos:
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X =—4

Xx==+ j-4

Observe que ndo podemos extrair, considerando-se o conjunto dos nameros
Reais, a raiz quadrada de um numero negativo.

Sabemos que toda equacéo quadratica, cujo discriminante (delta) é negativo,
NAo possui raizes reais. Todas as raizes negativas, contudo, podem ser expressas
de um mesmo modo. Observe:

A= X7 =X [
9= {9 X{7 =3X 7
/6 = 6 X {7

Assim, basta dar significado a raiz quadrada de -1 para se dar significado a
todas as raizes quadradas, ou de indice par, de nUmeros negativos.

A atribuicdo desse significado foi dada ao mesmo tempo que se criava
diferentes formas de expressa-lo. Embora utilizado pelo matematico Leonhard Euler,
a sua criacao é atribuida a Carl Friedrich Gauss.

Para Euler, este novo numero, chamado de unidade imaginaria, seria
representado pela letrai. Assim, se:

Entdo podemos definir que:

Dessa maneira, a solugcéo da equacao X2 +9 =0 sera:
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DEFINICAO DE NUMERO COMPLEXO

Numero complexo é todo nimero que pode ser escrito naformaz=a+b i,
onde a e b sdo numeros reais e i é a unidade imaginaria. O nimero real a é a parte
real do numero complexo z e o numero real b € a parte imaginaria do namero
complexo z.

Exemplos de tais nimeros s@o apresentados na tabela.

NUumero complexo Parte real | Parte imaginaria
2+3i 2 3
2-3i 2 -3
2 2 0
3i 0 3
-3 0 -3
0 0 0
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POTENCIA DE NUMERO COMPLEXO

Os numeros considerados complexos sdo escritos acompanhados de uma
parte imaginaria. No complexo z = a + bi, temos que a parte imaginaria é
representada por bi. Considerando i a unidade imaginaria, vamos determinar alguns
valores de in. Veja:

Vamos observar o comportamento presente nas poténcias de i e determinar
um padrdo que serd utilizado para obter qualquer poténcia desse numero. Para isso
iremos recorrer a algumas propriedades da potenciagcdo a fim de obter certas
regularidades.

Sabemos que:

1 (todo numero elevado ao expoente zero equivale a 1).

o~
[
I

i (todo numero elevado ao expoente 1 & igual a ele mesmo).

it=—1
i¥=i2-i=—1-i=—1
A2 (1)
iS=i*ti=1-i=i
P=tSi=ii=it=—1
iT=ifi=—1i=—i
i=i%.i%=1-1=1
Pt
=i =g =2==g
=10 i=—1-i=—j

Observe que na poténcia de i com expoente 4 os valores comecam a se
repetir e 0 mesmo acontece nas poténcias com expoentes 8 e 12, caracterizando um
padrdo de repeticdo no calculo dessas poténcias. Como os valores se repetem a
cada quatro poténcias calculadas, ou seja, de 4 em 4, podemos obter o valor de
qualquer poténcia de i utilizando o seguinte método:

Por exemplo, se desejamos calcular o valor de i12.

Faremos a divisao de 125 por 4:
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125 | 4

-124 31

Calcular o valor de i125 ¢ o0 mesmo que calcular o valor de i elevado ao resto

da divisdo de 125 por 4, ou seja, € 0 mesmo que calcular il.

Assim, i125 = jl=j
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OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Ja vimos que todo numero complexo pode ser escrito na forma a + bi,
chamada de forma algébrica ou forma normal, onde a € chamado de parte real e bi,
de parte imaginaria. As operacbes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo
estdo bem definidas para o conjunto dos complexos, assim como para 0s humeros

reais.

Considere dois niUmeros complexos zq=a+bi e zp=c +di.

Vamos analisar como se da cada uma das operacdes citadas para 0s

elementos desse conjunto.

1. ADICAO
z1+zo=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)

Observe que basta somar a parte real de um com a parte real do outro e
proceder da mesma forma com a parte imaginaria.

Exemplo: Dados os nimeros complexos z1=5+ 8i,zo =1+ 2i e z3=2-3i,
calcule:

a) 21+ 9= (5 + 8i) + (1L + 2i) = (5 + 1) + (8 + 2)i = 6 + 10i

b) zp+ z3= (1 + 2i) + (2—3) = (1 +2) + (2 - 3)i =3 — |

2. SUBTRACAO

A subtragédo é feita de forma analoga. Observe:
z1—zp=(a+bi)—(c+di)=(a—-c)+ (b—d)i

Exemplo:

a)b+8)—-(1+2)=5B-1)+(8-2)i=4+6i
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b) (L+2)—(2-3)=(1-2)+[2—(=3)]i=—1+5i

3. MULTIPLICACAO

zy * 2z, = (a + bi) - (¢ + di) = ac + adi + cbi + bdi*

Como sabemos, i2 =

Logo,
zy -z, = (a + bi) - (c + di) = ac + adi + cbi + bdi? = ac + adi + cbi — bd
Agrupando os termos semelhantes, obtemos:
zy* 2, = (a + bi) - (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Exemplo:
a) (5+8i)-(1+2i) = (5-1-8-2)+(5-2+1-8)i
(5+8i)-(1+2i) = (5-16) + (10+8)i = -11+18 i
b)(1+2i)-(2-3i) = [1-2 - 2+(-3)] + [1-(-3) + 2-2] i

(142i)-(2-30) = (2+6) + (-3+4)i = 8 + i

4. DIVISAO

Para realizar a divisdo de dois numeros complexos precisamos introduzir o
conceito de conjugado de um namero complexo.

Sejaz=a+ bi,oconjugadodezé =a-hi.
Agora podemos definir a operacao de divisdo para numeros complexos.

zy oz Z; (a+bi) (c—di)

» Z; (c+di) (c—di)

Exemplo:

5+8 (5+8i) (1—2i)
1+2i (1+2) (1—-2)
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Vamos fazer os calculos do numerador e do denominador separadamente:

(5 + 8i). (1 - 2i) = [5-1 - 8(-2)] + [5:(-2) + 1-8]i = 21 — 2i

Na multiplicacdo dos denominadores

propriedade:

z- =(a+bi)(a-bi) =a?+b?
Assim,
(1+2i)(1-2)=12+22=5
Logo,

5+8 (5+8) (1—2i) 21-2i 21
1+2i (1+2) 1—-2) 5 5

2i
5

basta aplicarmos a seguinte



