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Resumo

O objetivo do presente artigo é apresentar a origem comum e 0s diferentes
significados do método axiomatico aplicado a teoria econémica em John von
Neumann e Gerard Debreu.
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1 Introducao

Os livros Teoria do Valor, de Gerard Debreu, e Teoria dos Jogos e
Comportamento Econémico, de von Neumann e Morgenstern, sdo exem-
plos do uso da Matematica em Economia, assim como o célebre Analise
Econodmica, de Paul Samuelson.

Claramente, o Teoria do Valor, de Debreu, e o Analise Econémica,
de Paul Samuelson, divergem nao apenas do ponto de vista estrito da teoria
econbmica e nos métodos matematicos empregados, mas no papel que
atribuem a Matematica Aplicada e como a concebem. Entretanto as diferen-
cas entre von Neumann e Debreu em relagcdo a Matematica sdo menos visi-
veis. Esse é o tema do presente artigo.

Todos atribuem & Matematica concisdo, generalidade, objetividade e
rigor. Essas propriedades justificam seu emprego. Todavia, para Debreu,
tais propriedades resultam de um método matematico, chamado axiomatico,
que, por sua vez, como Nicholas Bourbaki, Debreu parece confundir com a
propria Matemética. Neumann também emprega o método axiomatico, mas
esta distante de confundi-lo com a propria Matematica.

O objetivo deste trabalho é enfatizar a diferenca dos papéis da Mate-
matica na teoria econdmica, entre Neumann e Debreu, ainda que ambos
tenham uma origem comum.

Nas segbdes 2 e 3, estabelecem-se as origens do método axiomatico
moderno. Na secdo 4, define-se o0 método axiomatico na concepgcédo de
Hilbert. Nas secbes 5 e 6, expdem-se as versdes desse método em Neu-
mann, Bourbaki e Debreu. Finalmente, na secao 7, comentam-se as seme-
Ihancas e diferencas entre Neumann e Debreu.

2 A abstracao progressiva

O modelo de Matematica como ciéncia axiomatica nasceu no fim do
século XVIIl, com o surgimento das geometrias ndo euclidianas. A partir
dessas geometrias, destacou-se a possibilidade de teorias matematicas que
explorassem consequéncias formais de principios falsos de um ponto de
vista supostamente empirico.

O modelo de ciéncia valido no século XVIII construia o corpo de conhe-
cimentos sobre os suportes da experiéncia empirica e dos principios, a
priori, ndo empiricos que conformam a experiéncia.

As geometrias ndo euclidianas iniciaram a separagédo entre 0s concei-
tos de verdade mateméatica e de verdade em geral. Até aquele momento,
proposicdes eram verdadeiras, porque correspondiam a fatos ou a princi-
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pios cuja verdade se obtém por outra fonte que ndo a empirica. Se, no co-
me¢o, 0s axiomas das geometrias nao euclidianas sdo simplesmente propo-
sicdes falsas, porque ndo correspondem aos fatos, progressivamente, os
matematicos compreenderam que seus resultados sdo independentes da
verdade ou da falsidade dos axiomas e que a geometria se reduz a deduzir
proposigdes de principios mais ou menos independentes em relagdo aos
fatos.

Outro impulso para a axiomatizagédo originou-se do esforgo de integrar
as diferentes geometrias, incluindo a geometria projetiva, num corpo coeren-
te de principios. Ora, 0 que dirige aqui a formulagao de axiomas nao é a sua
verdade ou falsidade, mas o seu potencial unificador. Assim, introduziram-
-se, em geometria projetiva, os chamados “elementos ideais”, como, por
exemplo, pontos no infinito.

Por outro lado, a algebra do século XIX comegou a reconhecer a
existéncia de estruturas como grupos, anéis, ideais e corpos em disciplinas
diversas. A Teoria dos Grupos surgiu dos trabalhos de Paolo Ruffini (1765-
-1822), que introduziu o conceito de grupo de permutagbes nos seus estu-
dos sobre fungdes racionais. A partir do estudo do grupo de permutagdes
das raizes de um polinémio, Evarist Galois (1811-1832) obteve uma condi-
¢cao necessaria e suficiente para a obtencao das raizes de um polindmio
através de radicais.

As generalizagbes de numero inteiro comecaram com Karl-Friedrich
Gauss (1777-1855), quando introduziu o conceito de inteiros gaussianos
a+i-bcom a,be Z. Posteriormente, Julius Wilhelm Richard Dedekind
(1831-1916) chamou de inteiros algébricos aqueles a+i-b que sdo raizes
de polindmios unitérios com coeficientes inteiros. O conjunto dos ndameros
que satisfazem tais polindmios ndo constitui um subcorpo de Z, pois faltam
os inversos multiplicativos. Todavia exemplifica uma nova estrutura algé-
brica chamada anel de integridade. Dedekind introduziu a nogao de ideal a
partir da nogéo prévia de anel definida por Ernest Eduard Kummer (1810-
-1893).

Embora, no século XIX, esses matematicos tenham direcionado a
algebra para a formulagcdo dos conceitos de estruturas algébricas, que,
logicamente, se descolaram das intengbes originais, para eles, o objetivo
dessas estruturas ainda se relaciona ao esclarecimento e a andlise das
raizes de polinémios.

Portanto, a algebra ainda era o que sempre foi: resolugdo de equacdes
algébricas. Progressivamente, as estruturas algébricas emergiram como
objetivo de estudo autbnomo, e os conceitos relacionados e originérios dos
nameros inteiros, racionais, reais ou complexos tornaram-se exemplos
dessas estruturas.
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O livro fundamental para a nova perspectiva € o Moderne Algebra, de
Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), publicado entre 1930 e
1931. Na Introducao desse livro, van der Waerden apresenta seu objetivo:

A direcdo abstrata, formal ou axiomatica a qual se deve o novo
impeto na algebra tem propiciado novas formulagdes de ideias,
compreensao de inter-relagdes e resultados de grande alcance,
especialmente em teoria dos grupos, teoria dos corpos, teoria
da valoracao, teoria dos ideais e teoria dos numeros hiper-
complexos. O principal objetivo do livro é introduzir o leitor nes-
se mundo completo de conceitos. (Waerden, 1991, p. ix, tradu-
640 nossa).’

Esse livro exemplifica a crescente abstragéo que, para o bem ou para o
mal, marcou a Matematica do século XX.

Outro impulso em direcao a abstragao foi dado pela Teoria dos Conjun-
tos, gragas as muitas dificuldades que surgiram dessa teoria.

A Teoria dos Conjuntos é criagdo de um mateméatico aleméo chamado
George Cantor (1845-1915), que, na década de 70 do século XIX, estudan-
do a representacao de fungdes em séries trigonométricas, formulou a nogao
de conjunto derivado e, dai, partiu para a construgdo de numeros ordinais
transfinitos. Algumas ideias importantes para Cantor, como de conjunto deri-
vado e o chamado método diagonal, foram obtidas antes pelo Matematico
Dubois-Reymond, mas foi Cantor que abstraiu essas ideias do contexto em
que estavam imersas e as desenvolveu por si mesmas (Wang, 1954, p. 243-
-244).

A Teoria dos Conjuntos pode ser dividida em duas classes de concei-
tos. Uma, muito antiga, que remonta a Aristoteles, que, na Teoria do Silogis-
mo, trata, essencialmente, das relagdes de pertinéncia, de estar contido, de
unido, da intersec¢ao de conjuntos e do conjunto complementar. Toda a
Teoria do Silogismo aristotélica pode ser expressa através dessas nogoes.

A outra classe de conceitos trata do infinito e significa uma negacéo da
nogao aristotélica de infinito como aquilo que nao tem término. Como diz o
proprio Cantor no ensaio Fundamentos Para Uma Teoria Geral dos
Conjuntos, Uma Investigacdao Matematico-Filoséfica Sobre a Teoria do
Infinito, de 1882:

Foi no transcurso de muitos anos de esforgos e investigagoes
cientificas que me vi impulsionado logicamente, quase contra a
minha vontade (pois se opde a tradigbes que foram muito
apreciadas por mim), ao ponto de vista de considerar o
infinitamente grande ndo sé na forma de algo que cresce sem

limites [...] mas também na forma determinada daquilo comple-
tamente infinito [...]. (Cantor, 1996, p. 890, tradugé@o nossa).

! Todas as citagdes foram traduzidas pelos autores deste trabalho, exceto Hilbert (2003).
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Portanto, o tema principal da Teoria dos Conjuntos é a nocéo de infi-
nito. As tradigdes apreciadas por ele, as quais Cantor se refere, séo as aris-
totélicas.

A nova noc¢do que Cantor introduz é que os infinitos sdo muitos, e ele
inventa um processo para classificad-los. Cantor cria uma maneira de contar
quantos elementos existem em conjuntos que possuem infinitos elementos.

Um dos argumentos de Cantor consiste na demonstracdo de que os
subconjuntos de um conjunto sempre sao em maior nimero do que o0s
elementos do conjunto. Facilmente, verifica-se isso em relacdo a conjuntos
com um numero finito de elementos. Por exemplo, se se tomar o conjunto
X :{a,b,c} , 0 conjunto das partes de X ¢é

2" ={@{a}.{p}.{c} {a.b}.{a.c}.{b.c} {a.b.c})

gue tem oito elementos. Nao é dificil perceber que, se X tem n elemen-
tos, entdo, sdo 2" subconjuntos. Fato que explica a notagéo 2% para o
conjunto dos subconjuntos de X . Sabe-se que n<2",se n=1. A novi-

dade é que Cantor estende esse resultado para conjuntos infinitos, demons-
trando que o nimero de elementos de um conjunto qualquer X , a cardina-

lidade de X , notada #X , é sempre menor que a cardinalidade #2* de

X . . N . e ~
2" . Ora, a primeira consequéncia que se tem & que n&do se pode falar do
conjunto de todas as coisas, pois 0 conjunto de todas as coisas, digamos

U , deve conter #2V e, portanto, conteria mais elementos do que possuil
Esse resultado, no minimo, mostra que, segundo a noc¢ao de conjunto intro-
duzida por Cantor nos artigos Contribuicoes Para a Teoria dos Numeros
Transfinitos, de 1895, se “[...] por um ‘agregado’ entendemos qualquer reu-
nido em um todo M de objetos bem definidos de nossa intuicdo ou de nosso
pensamento”, isso nao é sustentavel, porque pensar a totalidade dos obje-
tos nos conduz a uma contradicao.

Muito resumidamente, para o Matematico Friedrich Ludwig Gottlob Fre-
ge (1848-1925), a logica € o ponto de partida para a fundamentagédo da
aritmética. Frege é o primeiro autor a perceber que a ldgica aristotélica é
insuficiente para expressar a Matematica e procura elaborar uma linguagem
e expressar as leis gerais adequadas para a Matematica

No Fundamentos da Aritmética (1884), Frege formula o conceito de
ndmero cardinal através da Teoria dos Conjuntos de Cantor. Entre 1893 e
1903, Frege escreveu o que considera a sua grande obra, As Leis Funda-
mentais da Aritmética, onde pensa ter feito a redugdo da aritmética a
l6gica.

A radicalizacdo do programa fregeano foi realizada por Bertrand Arthur
William Russel (1872-1970), que procurou reduzir toda a Matematica a 16gi-
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ca no famoso Principia Mathematica (1910-13), em coautoria com Alfred
North Whitehead (1861-1947).

Em 1902, pouco antes de ser publicado o segundo volume do As Leis
Fundamentais da Aritmética, Bertrand Russel, numa carta para Frege,
observou que a correspondéncia que Frege havia admitido entre conjuntos
e fungdes proposicionais, isto é, entre conjuntos e conceitos, conduz a uma
contradicdo. O conhecido paradoxo, chamado de Paradoxo de Russel, pode
ser formulado de maneira simples. Seja C ={x| X¢& x} , entdo, se
CeC—o>CgCeseCeC—Cel(C,istoe, CeCe>CeC.

As tentativas para eliminar as contradigdes originadas na Teoria dos
Conjuntos foram outro forte impulso para a abstragcdo, como se vera a
seguir.

3 O método axiomatico e o formalismo de
Hilbert

O método axiomatico moderno surgiu em 1895, com Os Fundamentos
da Geometria, de Hilbert, que o autor define como “a analise logica de
nossas intuicoes espaciais” (Hilbert, 2003, p. xix).

O precursor de Hilbert é Euclides (300 a.C.) com Os Elementos. Mas,
diferentemente do grego, Hilbert ndo fornece alguma definicdo para ponto,
reta, etc. Esses conceitos sdo definidos, implicitamente, pelas relagées que
mantém entre si, nos axiomas. Essa € uma diferenca fundamental entre
Euclides e Hilbert. O sistema euclidiano é o que se chama de uma axio-
matica material; e o sistema hilbertiano € uma axiomatica formal. Em Eu-
clides, os conceitos primitivos tém definigdes; em Hilbert, ndo tém. Essa
concepcao de teoria matematica ndo é originalmente de Hilbert, ela ja
estava implicita nas geometrias nao euclidianas, mas foi ele que a colocou
como um principio metodoldgico da Matematica.

As proposigdes iniciais que enlagam os conceitos primitivos e que
constituem as definicbes desses conceitos sdo chamadas axiomas e devem
ser escolhidas de forma a “[...] construir um sistema completo de axiomas
mais simples possivel” (Hilbert, 2003, p. xix, tradugdo nossa). Por completo,
o autor quer dizer que, através desse sistema de axiomas, se podem
deduzir “os mais importantes teoremas” da geometria plana.

A outra ideia é que o sistema de axiomas tem que ser consistente, isto
€, nao dar origem a contradicdes. No Capitulo 2 de Os Fundamentos da
Geometria, depois de expor o conjunto dos axiomas no Capitulo 1, Hilbert
espelha esses axiomas no R, para obter uma demonstragdo da
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consisténcia relativa, ou seja, se a geometria analitica plana é consistente,
entado, também é a geometria euclidiana plana.

Além disso, Hilbert analisa a independéncia relativa dos grupos de
axiomas e mostra a independéncia do famoso V postulado euclidiano em
relagdo aos outros axiomas. Pode-se dizer que, do ponto de vista meto-
dolégico, esse pequeno livro é o comego da Matematica como a
entendemos hoje.

No artigo Sobre o Conceito de Numero, publicado em 1900, Hilbert
defende o método axiomatico como uma maneira de conter um provavel
fluxo de contradigcdes para o interior das teorias matematicas causado pelo
chamado método genético.

O método genético consiste em introduzir novos conjuntos de numeros,
de maneira que novas equagdes tenham solugbes. Na sequéncia, intro-
duzem-se 0s numeros inteiros negativos, fracionarios, irracionais e, final-
mente, 0s nimeros complexos.

O Historiador Leo Corry (2000) mostra que as origens do método
axiomatico de Hilbert estdo nas preocupagdes com a fundamentacao da
Fisica. Hilbert também critica o costume dos fisicos de introduzirem um
novo principio, quando, aparentemente, se faz necessario, apelando para a
verdade empirica daquele para justificar sua compatibilidade com o corpo
tedrico restante (Corry, 2000).

Por outro lado, em geometria, os elementos como pontos, retas e
planos, juntamente com as relagbes entre esses elementos, sdo introduzi-
dos todos de uma vez. Esse é o método axiomatico, ou seja, a apresenta-
¢ao de todos os objetos e de todas as suas relacdes.

A minha opinido é esta: apesar do grande valor pedagégico e
heuristico do método genético, 0 método axiomatico é preferi-
vel para uma exposigdo definitiva e logicamente segura dos
contetdos de nosso conhecimento. (Hilbert, 1953, p. 245,
tradugao nossa).

Hilbert concebe a geometria como uma andlise das propriedades do
espaco fisico (Corry, 2002). Uma visao tradicional diversa daquela do século
XX, que vé a geometria como um sistema formal desconectado de interpre-
tagOes particulares.

Corry (2000) sita trés fisicos que exerceram influéncia em Hilbert. Sdo
estes, Heinrich Hertz, Carl Neumann e Paul Volkmann. Esses trés homens
se preocuparam com 0s principios fundamentais da Fisica e, mais particu-
larmente, com aquilo que se pode chamar de “légica” desses principios.

Hertz, no livro Os Principios da Mecanica, publicado, postumamente,
em 1896, estabelece certas condigbes que as teorias devem satisfazer. Por
exemplo, ndo devem contradizer as leis do pensamento, ou seja, ndo
devem ser autocontraditérias; ndo devem contradizer as relagdes externas
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que estdo expressando; e devem expressar o maior nimero possivel de
relagbes externas e o menor numero possivel de relagbes inexistentes
externamente. Numa linguagem moderna, pode-se dizer que as teorias
devem ser consistentes, com axiomas verdadeiros, quando interpretados, e,
se possivel, completas, no sentido de que toda a proposi¢do verdadeira
deve ser, logicamente, deduzida dos axiomas.

I[ronicamente, a concepgao da Matematica como um sistema de propo-
sicdes desconectadas de interpretacées também encontra suas origens em
Hilbert, como é bem sabido. Por isso, a maioria dos autores faciimente acre-
dita que a formalizagdo de Hilbert se relaciona, exclusivamente, com o seu
programa de assegurar bases consistentes para a Matematica Cantoriana.

Defensor da Teoria dos Conjuntos de George Cantor, Hilbert e sua es-
cola procuraram métodos que permitissem tratar a Matematica como um
objeto matemético e, assim, obter demonstragées de que, pelo menos, as
teorias mais fundamentais estavam livres de inconsisténcias.

O interesse “mais de perto” de Hilbert nos fundamentos da Matematica
resulta da publicacdo do famoso paradoxo que Russel encontrou no sistema
de Frege. Diz Hilbert, no célebre artigo Sobre o Infinito, de 1925,

Foi, em especial, a contradigdo descoberta por Zermelo e Rus-
sel que, dada a conhecer ao mundo matematico, teve o efeito

de uma catastrofe em nossa disciplina (Hilbert, 1993a, p. 93,
tradugdo nossa).

E continua:

[...] o estado em que nos encontramos atualmente por causa
dos paradoxos é insuportavel pela duragdo. Se, em Matema-
tica, modelo de certeza e verdade, os conceitos e raciocinios,
tal e como todo mundo ensina, aprende e aplica, conduzem a
disparates, onde encontraremos, por outro caminho, a seguran-
¢a e a verdade, quando até o pensamento matematico falha?
(Hilbert, 1993a, p. 94, tradugao nossa).

Em 1885, Charles Sanders Pierce, ao tratar uma propriedade x que
vale para algum individuo, escreve zixl. =x, +x,+K , onde x; significa
que a propriedade vale para o individuo i. Entdo, o somatério acima
significa “x, ou x, ou x;...”, isto &, uma “soma logica”. Para dizer que uma
propriedade vale para todo o individuo i, Pierce escreve
Hixl. =x,-x,-K , que significa que “x, ex, e x; ..” € um “produto 16gi-
co”. Ambas as proposi¢des sao infinitamente longas, se o numero de
individuos nao é limitado.

No artigo Sobre os Fundamentos da Ldégica e da Aritmética, de
1904, Hilbert mantém a interpretacdo acima. Hilbert entende um determi-
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nado enunciado A(x), que é vélido para todo o nimero natural x arbitra-
rio, como uma proposicao infinita longa “A(x,) e A(x,)e A(x;)eK ”, ou se-
ja, Hixi =x, -x,-K ; um enunciado que vale para, pelo menos, um natural
X, como uma proposi¢ao infinitamente longa “ A(x,) ou A(x,) ou A(x,)ouXK ”,
ouseja, D x =x+x,+K .

O artigo Sobre o Infinito, de 1925, é a consolidagdo do pensamento
de Hilbert sobre as questbes metodoldgicas da Matematica. Na primeira
parte do artigo, expbe o método axiomatico e a metamatematica, que
chama de Teoria da Demonstragdo. Claramente, mostra que o Unico critério
de validade para o emprego de qualquer ideia, em Matemética, é o de
consisténcia, cuja demonstragédo exige que se reduza a teoria a um sistema
de signos sem significados. “[...] devemos substituir as argumentag¢des com
o infinito por processos finitos que nos conduzam ao mesmo resultado, quer
dizer, que fagcam possivel as mesmas demonstra¢cdes e os mesmos méto-
dos de obtencéo de férmulas e teoremas” (Hilbert, 1993a, p. 84, traducao
nossa).

Nesse artigo, as interpretacdes acima para os quantificadores “existe”
e “todos” sdo a causa dos problemas da Teoria dos Conjuntos. Um enun-
ciado existencial ndo pode ser interpretado como uma disjuncao infinita; e
um enunciado universal, como uma conjunc¢ado infinita. As interpretagdes
como disjuncao e conjungao sao validas apenas para dominios de finitos.

No artigo Sobre o Infinito, Hilbert faz uma longa exposicdo sobre a
inexisténcia de objetos em quantidade infinita. Entdo, as férmulas que
fazem referéncias a conjuntos com infinitos objetos sao desprovidas de
significado, porque nao correspondem a conjuntos fisicamente existentes.

Hilbert comeg¢a observando que, no passado, a Matematica enfrentou
problemas semelhantes e que, para isso, por exemplo, na algebra,

introduziu i = \/—_l , para que todas as equacgoes algébricas tivessem raizes
e com o objetivo de manter as leis da &lgebra da maneira mais simples
possivel (Hilbert, 1993a, p. 100). Esse método Hilbert chama de “introducéo
de elementos ideais”. Pois bem, em relagao as proposigcoes discutidas, tem-
-se que junto “[...] aos enunciados finitos acrescentar os enunciados ideais”.
No que constituem esses “enunciados ideais”? “Formulas que ndo tém
significado” (Hilbert, 1993a, p. 103):

Todas as férmulas que fazem referéncia ao infinito séo ideais

nesse sentido e basta que sejam definidas de maneira que nao

conduzam a inconsisténcias. E, em relagdo as proposi¢oes

l6gicas, a maneira como sdo definidos os enunciados ideais &
tal que o que nao queremos é precisamente renunciar ao uso
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das leis simples da légica aristotélica (Hilbert, 1993a, p. 100,
tradugao nossa).

Esse é o chamado enfoque finitista:

A generalizagdo dessa ideia [0 enfoque finitista] nos conduz a
uma concepgdo das matematicas que as considera um inven-
tario de férmulas, as quais correspondem, em primeiro lugar,
expressdes concretas de enunciados finitistas, as quais se
acrescentam, em segundo lugar, outras formulas que néo tém
significado nenhum e que constituem os objetos ideais de nos-
sa teoria (Hilbert, 1993a, p. 102, tradugdo nossa).

Os enunciados ideais, por sua vez, introduzem a necessidade da forma-

lizacao:
[...] os enunciados ideais carecem de significagdo e, por isso,
nao podemos aplicar as operagdes légicas de maneira concre-
ta como aos enunciados finitistas. E necessario submeter as
operagoes logicas e as demonstragdes a um processo de for-
malizagdo. Esse processo requer uma reformulagdo das rela-
¢oOes logicas em férmulas (Hilbert, 1993a, p. 102, tradugao nos-
sa).

Para Hilbert, os objetivos para a analise de um sistema axiomatico sao:
a demonstragédo da completude desse sistema, ou seja, que todas as propo-
sicdes, ou suas respectivas negagdes, podem ser provadas a partir do con-
junto de axiomas escolhido; a independéncia do conjunto de axiomas, isto
€, que alguns axiomas ndo podem ser obtidos a partir dos demais; final-
mente, a consisténcia, isto é, que ndo se pode provar uma proposicao e a
respectiva negagéo.

Como Kant, Hilbert ndo vé o problema nos principios I6gicos, mas na
sua aplicacao indevida, ou seja, no seu uso nao critico:

[...] podemos recorrer a ciéncia que quisermos e conduzir as
observacgbes e experiéncias que desejarmos, o infinito nao se
encontra em parte alguma na realidade. Poderia ocorrer,
entretanto, que o lugar proprio do infinito ndo seja a realidade,
mas nosso pensamento. E pode resultar que, neste, o infinito
assuma uma fungao conceitual absolutamente imprescindivel
(Hilbert, 1993a, p. 94, 87, tradugéo nossa).

Para Hilbert, os paradoxos da Teoria dos Conjuntos surgem, porque
ndo se reconhece adequadamente o papel de enunciados ideais para as
proposicdes que tratam do infinito. Comete-se o erro de atribuir para essas
proposicdes significados similares aqueles atribuidos para as proposi¢ées
finitistas. Na atribuigdo de significado aos enunciados ideais, o que deve
guiar é a manutencdo da validade das regras logicas usuais para o0s
enunciados finitistas.

A radicalizagdo do programa hilbertiano, obviamente, simplifica a
guestao, compreendendo os significados dispensaveis ndo apenas em rela-
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¢ao aos enunciados ideais, mas em relagao a todas as proposicoes, desde
gue estabelecidas, claramente, quais sdo as regras légicas que devem ser
preservadas. Esse é, propriamente, o processo final de abstragédo e forma-
lizacao.

Hilbert concebe o método axiomatico como um procedimento de
andlise tanto na Fisica quanto na Matematica. Na Fisica, segue as prescri-
cbes de Heinrich Hertz principalmente. Na Matematica, tal método tem em-
prego idéntico, ou seja, a analise das relagbes entre os axiomas: “[...] as
investigacdes sobre os fundamentos da geometria sugerem o problema:
tratar da mesma maneira, através de axiomas, aquelas ciéncias fisicas nas
quais a Matematica tem papel importante” (Hilbert, 1902, p. 454, traducao
nossa).

Posteriormente, na fase formalista, Hilbert divisa, na axiomatica, a
possibilidade de evitar as inconsisténcias da Teoria dos Conjuntos e de
obter métodos matematicos para a demonstragdo da consisténcia e da
completude das teorias matematicas através da redugado dessas teorias a
sistemas formalizados: “[...] existe uma Unica e absolutamente necessaria
condicdo para a aplicacdo dos elementos ideais, a saber, a prova de
consisténcia” (Hilbert, 1993a, p. 106, tradugao nossa).

4 John Von Neumann

Von Neumann ingressou na Universidade de Géttingen para seu Pos-
-Doutorado, sob orientacdo de David Hilbert, em 1926. O objetivo era
trabalhar nos fundamentos da Matematica, mas logo se envolveu com me-
cénica quantica (Leonard, 2007). Em 1927, j& era famoso através de uma
série de trabalhos importantes em Teoria dos Conjuntos, algebra e mecé-
nica quéantica (Ulam, 1958).

Em 1928, von Neumann publicou o artigo Zur Theorie der
Gesselschaftsspiele2 (von Neumann, 1928), onde esté a primeira demons-
tracdo do Teorema Minimax. Em 1932, apresentou uma versao preliminar
do que viria a ser conhecido como seu modelo de equilibrio geral nos
coléquios de Karl Menger (von Neumann, 1968). Entre as inovagdes desse
trabalho, esta a utilizacdo de desigualdades, ao invés de igualdades, na
producdo e no consumo de bens, ou seja, inequagcdes ao invés de
equagbes, e o uso do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer para provar a
existéncia de equilibrio. Em 1944, publicou o livro The Theory of Games
and Economic Behavior (von Neumann; Morgenstern, 1953), escrito,
conjuntamente, com o Economista Oskar Morgenstern.

2 Em portugués, Sobre a Teoria dos Jogos.
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Para von Neumann, a grande vantagem da aplicagdo do sistema
axiomatico hilbertiano é a auséncia de contetdo. O mesmo funciona a partir
de regras que sdo criadas com a combinacdo dos simbolos primitivos,
advindos de axiomas ou de teoremas, sendo admitidos, no primeiro caso,
ou provados, no segundo caso (Rashid, 2007).

Mesmo ap6s Godel ter provado a incompletude da aritmética, que
explicita as falhas do formalismo hilbertiano, von Neumann defende a utiliza-
cao da técnica axiomatica, pois, para ele, “[...] a axiomatizagao da teoria dos
conjuntos era apenas um modo de proceder’ (Rashid, 2007, p. 510,
traducado nossa), ou seja, 0 modus operandi presente no formalismo poderia
continuar a ser utilizado. Von Neumann segue acreditando no instrumental
axiomatico, bem como nos resultados do método de raciocinio abstrato.
Entretanto a teoria formalista e 0 Programa de Hilbert acabam deixando de
interessar von Neumann. “Minha opiniao pessoal, partilhada com outros, é
que Goédel mostrou que o programa de Hilbert €, essencialmente, sem
esperanca” (von Neumann, 1947a, n. p., tradugao nossa).

Na conferéncia The Role of Mathematics in the Sciences and in
Society, proferida em 1954, von Neumann observa que

Tém existido flutuagbes bastante sérias de opinido entre os
matematicos profissionais sobre o que é rigor matematico. Na
minha propria experiéncia, que se estende por apenas trinta
anos, isso tem flutuado tdo consideravelmente, que a minha
convicgdo pessoal e sincera sobre o que € rigor mudou, no

minimo, duas vezes (von Neumann, 1963, p. 480, tradugcao
nossa).

Explicitamente, coloca a exigéncia de rigor em posicao secundaria:

[...] existem [matematicos] que dizem que ndo se deve usar
mais que aquilo que uma critica rigorosa aprovou. Mas um
conjunto mais amplo de matematicos acha que é correto usar
certas areas da Matematica, ainda que existam pontos
questionaveis. E, sobretudo, a Fisica tetrica esta certa: por que
nao deveria tal area que serviu a Fisica teorica, ainda que nao
satisfaga 100% da ideia de rigor, ser desenvolvida? Isso pode
soar estranho, como um rebaixamento de padrées, mas
acredito que um grande grupo de pessoas pensa assim, e eu
penso assim (von Neumann, 1963, p. 481, traducao nossa).

Ainda, “[...] a melhor inspiracdo matematica vem da experiéncia, e €
dificil acreditar na existéncia de um conceito de rigor absoluto e imutavel
dissociado de toda experiéncia humana” (von Neumann, 1947a, n. p., tradu-
¢a0 nossa).

Para Israel e Gasca (2009), von Neumann acreditava que a Matema-
tica funcionava como uma ferramenta para andlise da realidade. A Mate-
mética deve retornar a realidade com sua validagdo empirica. O exercicio
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abstrato é uma parcela do que a Matemética proporciona, sendo necessario
o retorno a realidade, para considerar o exercicio tedrico completo.
Na minha opinido, a caracteristica mais vital da Matematica é
sua relagdo peculiar com as ciéncias naturais, ou, de forma
mais geral, com qualquer ciéncia que interprete a experiéncia
em um patamar superior do que o puramente descritivo. (von
Neumann, 1947, n. p., tradugéo nossa).

Com isso, observa-se que a relacdo de Neumann com as aplicagdes
da Matematica é muito préxima da visdo de Hilbert. No Teoria dos Jogos,
faz referéncia as questdes l6gicas que estdo associadas a toda a axioma-
tizacdo: consisténcia, completude e independéncia dos axiomas (von Neu-
mann; Morgenstern, 1953, p. 76).

Apesar de a Matematica ndo ser considerada uma ciéncia que utiliza
métodos empiricos ou tem sua base na empiria, ndo é por isso que a
mesma nao tem relagdo com essas ciéncias. Para Neumann, “[...] algumas
das melhores inspiragcbes da Matematica Moderna [acredita-se, as melho-
res], claramente, tém origem nas ciéncias naturais” (von Neumann, 1947, n.
p., traducdo nossa).

A Matematica nao poderia fechar-se em si mesma, dando espaco para
abstracdes muito grandes. Sua importancia estaria na aplicacdo no mundo
real, sendo, portanto, necessaria a interagdo entre a teoria e a empiria. As
ciéncias rejuvenesceriam, ao utilizarem os problemas empiricos para o
desenvolvimento das suas teorias. Por esse motivo, as aplicagbes da
Matematica séo importantes e foram exploradas por von Neumann na Fisica
e na Economia predominantemente (Rashid, 2007).

Uma disciplina matematica esta sujeita a muitos perigos
graves, quando se afasta das suas fontes empiricas, ou, ainda
mais, se a segunda ou a terceira geragdo [de matematicos] é
apenas indiretamente inspirada por ideias vindas da “realida-
de”. Ela se torna mais e mais estetizante, mais e mais /'art pour
l'art [...], existe o perigo grave de que o assunto se desenvolva
ao longo de linhas de menor resisténcia, que o fluxo muito
longe de sua fonte se separara numa multiddo de ramificagdes
insignificantes e que a disciplina se desorganizara numa massa
de detalhes e complexidades. Em outras palavras, a uma
grande distancia da sua fonte empirica, ou ap6s muita obstru-
¢ao “abstrata”, um assunto matematico esta sujeito ao perigo
da degeneracgéo. (von Neumann, 1947a, n. p., tradu¢do nossa).

Em relacdo a teoria econdmica, von Neumann observa que a Mateméa-
tica estava sendo usada sem obter sucesso. Apesar das criticas sobre os
limites da aplicagcdo da Matematica na Economia, para ele, a utilizagédo dos
métodos e a comparagao desses resultados com os dados empiricos leva-
riam a uma adequagéo. A teoria econdmica precisa, inicialmente, desenvol-
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ver alguns axiomas basicos, para, entdo, permitir a apropriada aplicacao de
métodos matematicos.

Rashid (2007) mostra que von Neumann acreditava que o desenvolvi-
mento do uso de instrumentos mateméaticos na Economia deveria desenvol-
ver-se com a evolugao dessa ciéncia. Como a Fisica comecou a evoluir no
uso de instrumentos matematicos apds varios séculos, a Economia também
precisaria esperar para evoluir:

Verdadeiramente, a Matematica tem sido usada em teoria
econdmica, talvez, mesmo, de maneira exagerada. Em qual-
quer dos casos, seu uso nao tem sido altamente bem-sucedido.
Isso é o contrario do que se tem observado em outras ciéncias:
la a Matematica tem sido aplicada com grande sucesso, e a
maioria dessas ciéncias, dificilmente, poderia prosseguir sem
ela (von Neumann; Morgenstern, 1953, p. 3, tradugao nossa).

E acrescenta:

Para comecar, os problemas econdémicos nao foram formula-
dos claramente e, frequentemente, sdo colocados em termos
tao vagos, que fazem o tratamento matematico sem esperanga
a priori, porque é totalmente indeterminado o que os problemas
realmente sdo. N&o existe sentido em usar modelos exatos
onde ndo existe clareza nos conceitos e questées nos quais
sdo esses métodos aplicaveis. Consequentemente, a tarefa
inicial é esclarecer o conhecimento do assunto pelo trabalho
descritivo adicional. Mas, mesmo naquelas partes onde o traba-
Iho descritivo tem sido conduzido de maneira mais apropriada,
as ferramentas matematicas raramente tém sido usadas apro-
priadamente. Elas foram conduzidas de maneira inadequadas,
como nas tentativas para determinar o equilibrio econémico pe-
la mera contagem de equagoes e incognitas, ou elas levaram a
meras tradugdes em simbolos da forma literaria da expressao,
sem qualquer subsequente andlise matematica (von Neumann;
Morgenstern, 1953, p. 4, tradugéo nossa).

A escola hilbertiana, aparentemente, procura estender a aplicacao da
Matematica o maximo possivel. Para Leonard (1995, p. 735, tradugéo
nossa), a analise de jogos

[...] era parte de um esforgco generalizado para levar a Mate-
matica a um limite, para mostrar que a Matematica pura e abs-
trata e formal poderia constituir um instrumento explicativo, nao
apenas para analise da natureza, mas também para andlise
social, [...] onde a interagdo de seres humanos estaria
envolvida.

O interesse de von Neumann pela Teoria dos Jogos e a possibilidade
de desenvolvimento da mesma foram frutos de dois fatores, segundo
Mirowski (1992). O primeiro € a influéncia formalista de Hilbert, que mostra
gue a objetividade da Matematica permite a criacdo de certos patamares,
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onde é possivel reconhecer o que é verdadeiro ou ndo, independentemente
de questbes morais ou religiosas. O outro fator € o surgimento da mecéanica
quéntica, com a introducao de um fator estocéstico. Isso influenciou von
Neumann na utilizagdo de probabilidades, como se os individuos tivessem
um comportamento estocastico (Mirowski, 1992).

Von Neumann critica o método walrasiano, por nao levar em considera-
cao as interagcbes entre os individuos. Consequentemente, critica Hicks e
Samuelson. Além disso, do ponto de vista matematico, Valor e Capital e Os
Fundamentos da Analise Econémica nao parecem ser contemporaneos
ao Teoria dos Jogos e Comportamento Econémico, mas, sim, contem-
poréneos as obras de Newton (Morgenstern, 1976).

Para Leonard (1995), a obra de von Neumann e Morgenstern é escrita
de forma a confrontar o mainstream da teoria econémica, representado por
Hicks e Samuelson na época. O livro Teoria dos Jogos e Comportamento
Econdémico representou uma ruptura. A utilizacdo de modelos da mecanica
clédssica para explicacdo da Economia é rejeitada pelos autores, como
também o calculo infinitesimal, utilizado, usualmente, nesses problemas.

Morgenstern (1976) revela que, de fato, um dos objetivos do livro é
causar uma ruptura com a Economia convencional. Os problemas de
maximizagdo e minimizag&o nao sao os Unicos relevantes, a interagdo entre
0s agentes deve ser considerada, como em mercados oligopolizados.
Outros fatores, como a ordem das agdes pelos individuos, também devem
ser levados em conta, pois sdo relevantes na teoria econémica.

5 Extremos da teoria formalista: Bourbaki

Num famoso artigo de 1970, The Work of Nicholas Bourbaki, o
Matematico Jean Dieudonné (1906-1992) comenta o impacto que o livro de
van der Waerden teve sobre um grupo de jovens matematicos franceses,
gue passaram a se apresentar sob o pseudoénimo de Nicholas Bourbaki:

Em 1930, eu estava em Berlim trabalhando na minha tese.
Ainda lembro o dia em que [o livro de] van der Waerden foi
posto a venda. Minha ignorancia em algebra era tal que, hoje
em dia, eu teria uma solicitagdo de ingresso a universidade
recusada. Corri por aqueles volumes e vi um novo mundo abrir-
-se diante de mim (Dieudonné, 1970, p. 136, tradugéo nossa).

E continua:

Eu tinha uma graduacao da Ecole Normale e n&o sabia o que
era um ideal, eu sé sabia o que era um grupo! Isso da uma
ideia do que um jovem matematico francés sabia em 1930.
Dessa maneira, tentei seguir van der Waerden, mas ele cobria
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apenas uma pequena parte da algebra (Dieudonné, 1970,
p.136, tradugé@o nossa).

Durante o auge da Teoria Formalista (anos 20 e 30 do século XX), os
tedricos franceses nao se interessaram por esse método, estavam mais
preocupados com a Teoria das Funcdes e as interacoes entre a analise
matematica e a Matematica aplicada a Fisica.

Além disso, os franceses, segundo Dieudonné (1970), ao se preocupa-
rem mais com a Primeira Guerra Mundial do que com o desenvolvimento
cientifico do Pais, levaram todos os homens ao front de batalha. Logo, hou-
ve um hiato de uma geracdo, o que acabou resultando em uma dificuldade
para a Frangca se adaptar aos métodos mais modernos, dado que seus
académicos ndo tinham familiaridade com esses métodos. Dieudonné
(1970) estima que dois tercos dos jovens cientistas franceses tenham morri-
do nessa guerra.

Nos anos imediatos a Primeira Grande Guerra, a Matematica francesa
estava defasada em, aproximadamente, 20 anos, em relacdo as escolas
matematicas alema, principalmente, polonesa e russa.

Dieudonné (1970) lembra que o Unico contato que os jovens tinham
com a Matematica Moderna era através dos seminarios mantidos por
Jacques Hadamard (1865-1963) no College de France. Nesses seminarios,
Hadamard propunha-se a estudar a Teoria das Fung¢des, que estava sendo
desenvolvida em outros paises.

Apos alguns anos, segundo Dieudonné (1970), os integrantes percebe-
ram que, caso seguissem estudando apenas essa area, acabariam sem
conseguir acompanhar as demais areas da Matematica. Em 1934, apds a
aposentadoria de Hadamard, os semindrios passaram a ser dirigidos por
Gaston Julia (1893-1978).

Buscando retomar a tradicao de exceléncia da Matematica francesa e
lembrando que esse pais era conhecido pela universalidade do pensamento
matematico, foi alterada a estrutura do seminario e surgiu o projeto de um
livro — inspirado no livro de van der Waerden que também é uma produgéo
coletiva — que expusesse as principais ideias da Matematica Moderna.
Esse é, segundo Dieudonné (1970), o nascimento do Nicholas Bourbaki.
Nesse novo formato, os membros buscaram elaborar um tratado que conti-
vesse as ideias centrais da Matematica Moderna.

O livro de van der Waerden trata, principalmente, de estruturas algé-
bricas e limita a analise das estruturas de ordem e topoldgicas as primeiras.
Segundo o Historiador Leo Corry (1992), na obra de van der Waerden, pela
primeira vez, o objetivo tradicional da algebra, ou seja, a analise da exis-
téncia e das expressdes de raizes de polinémios, é relegado a um papel
secundério. Os numeros racionais e reais aparecem através da construcao
de corpos de fragdes; e 0os numeros reais, como classes de sequéncias
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fundamentais. Em outras palavras, os numeros racionais e reais, antes
conceitos primitivos, sdo mostrados como construgdes particulares de estru-
turas algébricas analisadas com anterioridade. Por outro lado, as proprie-
dades que se chamam topoldgicas, como continuidade, densidade, etc., ndo
sdo consideradas.

O projeto Bourbaki é a continuidade do trabalho de van der Warden.
Dieudonné comenta que os primeiros tratados sistematizando topologia
geral, algebra exterior e grupos de Lie sdo de Bourbaki.

Dieudonné comenta que existia um trabalho prévio, que era a
Enciclopédia Alema de Matematica, conhecida como a Enciclopédia de
Klein, cuja publicacdo se estendeu de 1898 a 1933, que nao deveria ser
confundido com o projeto Bourbaki. O objetivo dos matematicos reunidos
em torno do nome Bourbaki ndo era um trabalho de referéncia bibliografica,
mas, no espirito do livro de van der Waerden, “um texto matematico
demonstrativo do comeco ao fim” (Dieudonné, 1970, p. 138, traducao
nossa).

As teorias que Bourbaki utilizava para estudar eram aquelas que ja
haviam sido bastante desenvolvidas, de forma que seus fundamentos fos-
sem conhecidos e pudessem ser desenvolvidos racionalmente (Dieudonné,
1970). O método axiomatico, para Bourbaki, € o modo de apresentacdo
desses blocos basicos com as quais se montam as teorias matematicas.
Com o desenvolvimento axiomatico dos principais teoremas, seria possivel
decompor a teoria, de forma a transformar seus fragmentos em ins-
trumentos para aplicagdo em diversas areas da Matematica (Dieudonné,
1970). E importante ressaltar que Bourbaki ndo inovou a area de pesquisa,
fornecendo apenas o suporte para aqueles interessados no nucleo, na
esséncia dessa teoria. Dieudonné (1970) insiste que Bourbaki proviu os
instrumentos para lidar com as areas da Matemética.

Bourbaki ndo se restringia as divisbes anteriores da Matemética. O
importante eram as semelhancas da estrutura. Nesse sentido, as primeiras
demonstragdes, para Dieudonné (1970), deveriam ser aquelas que contem-
plariam um ndmero maior de estruturas, sendo essenciais em diversas
areas do conhecimento matematico. Ainda, as teorias onde a prova, usual-
mente, se dava de forma pouco rigorosa, sem, necessariamente, uma orga-
nizagao racional por tras, dificilmente seriam objeto de estudo.

Um conceito bourbakiano fundamental € o de “estrutura”, que, no artigo
de 1949, esta limitada a grupos, conjuntos ordenados e espagos topoldgi-
cos. Todavia, no artigo de 1970, Dieudonné assume uma posi¢do mais flexi-
vel, aparentemente, sugere que existem mais estruturas fundamentais que
podem ser propostas e observa que quais sao essas estruturas é motivo de
especulacao no interior do grupo.
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No artigo de 1949, uma estrutura é definida, um tanto vagamente,
como ‘[...] o carater comum de diferentes conceitos designados por esse
nome genérico e que pode ser aplicado a conjuntos de elementos cuja
natureza nao foi especificada” (Bourbaki, 1950, p. 225, tradugéao nossa). No
artigo de 1970, ndo é apresentada uma nova definicdo, mas é acrescentado
que a ideia de estrutura se origina da compreensdo de que “[...] grandes
partes da Matematica podem ser desenvolvidas logicamente, de maneira
fecunda, a partir de um pequeno nimero de axiomas bem escolhidos”
(Dieudonné, 1970, p. 138, traducdo nossa). Bourbaki (1950) acreditava que
o desenvolvimento axiomatico possibilitaria a utilizagcdo das estruturas como
ferramentas de trabalho do matematico. Uma vez reconhecendo as relagdes
entre os elementos, ele saberia todos os teoremas decorrentes daquelas
relagbes, que poderiam ser comuns a outros elementos com relagdes
semelhantes.

Como se observou anteriormente, 0 método axiomatico, para Hilbert, é
um método de analise logica. Entretanto existe, em Hilbert, uma terceira
caracteristica do método axioméatico, que estd expressa no artigo O Pensa-
mento Axiomatico, de 1917:

Penetrar, no sentido que indicamos, em niveis axiomaticos
mais profundos significa também alcangar uma visdo mais
profunda da natureza e da esséncia do pensamento cientifico e
dar um passo significativo no processo de tomada de
consciéncia da unidade essencial do conhecimento (Hilbert,
1993b, p. 35, traducao nossa).
Esse é o principal sentido atribuido por Bourbaki ao método axiomatico,
porém restrito a Matematica: “[...] o que o método axiomatico coloca como
seu objetivo essencial é exatamente aquilo que o formalismo |6gico nao
pode suprir, nominalmente, a profunda inteligibilidade da Matematica”
(William, 1996, p. 1268, traducao nossa).

O método axiomatico, para Bourbaki (1950), seria esquematico, ideali-
zado e congelado. Esquematico porque faria uma simplificagcédo e uma siste-
matizagdo dos fatos, ao invés de uma descricdo. Idealizado porque muitas
areas da Matematica, na realidade, ndo possuiriam uma interseccao com as
demais, estando mais distantes do nucleo que Bourbaki desejava formar.
Congelado porque, durante o processo de identificacdo das estruturas, ndo
seria possivel alterar as relagdes. Isso ndo significa que a axiomatizacao
bourbakiana levaria a verdade definitiva, mas que alteracdes na teoria que
era foco de axiomatizagdo acabariam inutilizando o corpo axiomatico, que
deveria ser reexaminado a cada modificacdo. Provavelmente, o nucleo
central seria mais consistente, e, por isso, as mudancgas nas diversas teorias
ndo levariam a grandes alteragcées do mesmo (Bourbaki, 1950).
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Em relacdo a aplicacdo da Matematica em outros ramos do pensa-
mento, Bourbaki ndo tinha oposi¢éo, mas, segundo Aubin (1997), acreditava
que a Matematica deveria permanecer livre de influéncias externas. Ainda,
Bourbaki acreditava que o desenvolvimento da Matematica ndo deveria ser
norteado pelas necessidades das demais ciéncias, pois isso acabava néo
desenvolvendo novas matematicas (Aubin, 1997).

Como Bourbaki vé, na estrutura, apenas a caracteristica unificadora,
essa se torna desconectada do contexto da aplicagéo, e o fato de as teorias
matematicas encontrarem aplicacdo nas ciéncias, como na Fisica, se torna
um mistério insondavel.

Por que algumas das mais intrincadas teorias em matematicas
se tornam ferramentas indispensaveis para o fisico moderno,
para o engenheiro e para o artifice de bombas? Afortunada-
mente, para ndés, o0 matematico nao sente necessidade de res-
ponder tais questdes nem se acha responsavel pelos usos e
abusos do seu trabalho. (Bourbaki, 1949, p. 2, tradugéo nossa).

Bourbaki (1950) ndo chega a dissociar a empiria da axiomatizagéo.
Para ele, alguns fatos seriam adaptaveis a certos corpos axiomaticos. No
entanto, esse fato estaria a posteriori, ap6s a formagao do corpo axiomatico.

6 Gerard Debreu

A filiacdo de Gerard Debreu ao grupo Bourbaki deu-se através do
Matematico Henri Cartan (1904-2008), que foi professor de Debreu no
periodo 1941-46, em que este estudou Matematica na Ecole Normale, em
Paris. Aparentemente, a decisao de dedicar-se a teoria econémica foi deter-
minada pelo livro A la Recherche d’une Discipline Economique, de
Maurice Allais (1911-2010), publicado em 1943. Outra influéncia importante
foi o livro Theory of Games and Economic Behavior, de von Neumann e
Morgenstern, de 1944. (Dippe, 2012, p. 422-425).

Em 1950, Debreu tornou-se pesquisador da Cowles Foundation e, em
1955, professor em Yale. Em 1956, uma versao do livro Theory of Value,
an Axiomatic Analysis of Economic Equilibrium, que seria publicado em
1959, foi apresentada como Tese de Doutorado na Universidade de Paris.
Em 1962, Debreu tornou-se professor na Universidade da Califérnia, em
Berkeley (Hildebrand, 1983, p. 8).

Os trabalhos mais conhecidos de Debreu sdo o artigo, publicado na
Econometrica, em 1954, em coautoria com Kenneth Arrow (1921), intitu-
lado Existence of an Equilibrium for Competitive Economy e o livro
Theory of Value (Dippe, 2012, p. 428-429). Na década de 70 do século
XX, Debreu introduziu, na Teoria do Equilibrio, o uso da topologia diferencial
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em contraste com as técnicas anteriores, que utilizavam o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer (Hildebrand, 1983, p. 27-29).

Para Till Dippe (2012, p. 420-422), a paradoxal carreira de Debreu
como economista, com sua insisténcia na generalidade e no rigor e seu
aparente desinteresse pelas questbes epistemoldgicas relacionadas a
Teoria do Equilibrio, explica-se pela transferéncia do ideario bourbakiano
para a teoria econdmica.

Em relacdo a Debreu, Hildebrand (1983) comenta que a axiomatizacao
da ciéncia economica ja havia sido buscada por outros autores, como Wald,
von Neumann, Morgenstern, Koopmans e Arrow.

Debreu e von Neumann estabelecem o método axiomatico aplicado a
ciéncia econbmica de maneira similar:

Uma teoria axiomatizada, primeiramente, seleciona seus con-
ceitos, e cada um desses conceitos primitivos é representado
por um objeto matematico. [...] Em segundo lugar, séo feitas
suposigcoes explicitas e totalmente especificadas sobre a repre-
sentagdo matematica desses conceitos matematicos. Entao, a
andlise matematica estabelece as consequéncias dessas supo-
sicdes na forma de teoremas. A interpretacdo econdémica dos
teoremas é o Ultimo passo da analise. De acordo com esse
esquema, uma teoria axiomatizada tem uma forma matematica
que é completamente separada de seu conteudo econémico
(Debreu, 1959, p. 1265, traducao nossa).

O trecho acima é similar ao que se I€ no Teoria dos Jogos:

Temos evitado mesmo dar nomes aos objetos matematicos
introduzidos, de maneira a nao estabelecer correlagées com
qualquer significado que a associagcdo de nomes possa sugerir.
Nessa pureza absoluta, esses conceitos podem, entdo, ser
objetos de uma investigacdo matematica exata. Esse procedi-
mento é mais adequado para mostrar precisamente os concei-
tos definidos. A aplicagcdo aos temas dados intuitivamente se-
gue depois, quando a andlise exata estiver completa (von
Neumann; Morgenstern, 1953, p. 74, tradugéo nossa).

Note-se que, para von Neumann, o tratamento formal é um procedi-
mento que facilita a analise matematica, enquanto Debreu enfatiza a ques-
tdo da explicitagdo das suposicdes e do rigor na deducao das consequén-
cias.

Debreu atribui a axiomatizagdo o papel de oferecer instrumentos para o
desenvolvimento posterior:

Mais positivamente, a especificacdo completa das suposicoes,
o enunciado exato das conclusées e o rigor das dedugdes de
um estudo axiomatico fornecem um fundamento sobre o qual a
construgao da teoria econémica pode prosseguir. Além disso, a

possibilidade para os pesquisadores de serem capazes de usar
diretamente os resultados de seus predecessores é um fator
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decisivo no desenvolvimento de um campo cientifico
(Hildebrand, 1983, p. 5, tradug&o nossa).
Similarmente, Bourbaki acreditava que o desenvolvimento axiomatico possi-
bilitaria a utilizacdo das estruturas como ferramentas de trabalho do mate-
matico:
As “estruturas” sao ferramentas para o matematico; tdo logo
sao reconhecidas entre os elementos que estdo sendo estuda-
dos, relagdes que satisfazem axiomas de certo tipo, o0 matema-
tico tem, completamente, a sua disposigado o arsenal inteiro de
teoremas gerais que pertencem a estrutura daquele tipo
(Bourbaki, 1950, p. 227, tradugdo nossa).

Como nota Hildebrand (1983, p. 5, tradugdo nossa), o maior distan-
ciamento em relacdo a realidade, como em Bourbaki, € observavel em
Debreu, pois “[...] qualquer teoria axiomatica deveria passar pelo arduo teste
de remover todas as interpretagcbes econdmicas intrinsecas ao modelo e
observar se a estrutura matematica se mantinha sem essas interpretagdes”.
Nas afirmacdes de Debreu,

[...] uma teoria axiomatizada tem uma forma matematica que &
completamente separada de seu conteudo econdémico. Se
removemos a interpretagdo econémica dos conceitos primiti-
vos, das suposi¢oes e das conclusdes do modelo, o que ainda
fica é sua estrutura matemética nua. O divércio entre forma e
contetdo, imediatamente, produz uma nova teoria, quando
uma interpretagdo nova dos conceitos primitivos é descoberta
(Debreu, 1986, p.1265, tradugéo nossa).

Ainda, mostrando a importancia do estudo do modelo per se, em
concordancia com Bourbaki, Debreu (1986, p. 1265, tradugéo nossa) afirma:
“[...] como um modelo formal de uma economia adquire vida matematica por
si, ele se torna objeto de um processo inexoravel, onde o rigor, a generali-
dade e a simplicidade sdo perseguidos”.

Em relacdo ao rigor I6gico, Debreu acredita que o método axiomatico
consegue aumentar o rigor da teoria econémica:

[...] na sua forma matematica, a teoria econdmica esta aberta a
um eficiente exame minucioso dos erros légicos. O rigor que foi
alcangado como consequéncia estd em contraste com os
padrées de raciocinio que eram aceitos no final da década de
1930 (Debreu, 1991, p. 3, tradugéo nossa).

No artigo de 1991, Debreu acrescenta que “[...] pela exatidao da
formulagéo, a andlise econbmica, eventualmente, estd mais proxima do seu
ideal de ser livre de ideologia” (Debreu, 1991, p. 1266, traducao nossa).
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7 Neumann e Debreu

Neumann e Debreu, como matematicos aplicados, utilizaram, em suas
teorias, a formulacdo axiomética que é a forma de expressdo comum dos
matematicos até hoje e cujas origens estdo em Hilbert. Todas as atribuigdes
que sao feitas a axiomatica por Hilbert encontramos em Neumann, Bourbaki
e Debreu, porém com énfases diferentes.

Para Neumann, a estrutura axiomatica ndo se descola das aplicagoes,
exceto para a finalidade de anadlise légica, que, aparentemente, tem um
papel secundario. Neumann é critico do estudo das estruturas axiomaticas
por si mesmas, independentemente das aplicagdes que as geraram. Os
conceitos matematicos relacionados a determinada disciplina cientifica ma-
nifestam-se a partir do conteddo empirico e sao tratados através do método
axiomatico. Como se comentou anteriormente, para von Neumann, o méto-
do axiomatico é a maneira que ele tem a disposi¢cao para produzir Mateméa-
tica.

A relagao intima que Neumann percebe entre a Matematica e a reali-
dade, aparentemente, também é compartilhada por Hilbert, como se obser-
va no artigo O Pensamento Axiomatico.

Para Debreu, por sua vez, o interesse no método axiomatico é ditado,
principalmente, pela preocupag¢do com o rigor dos argumentos. Essa preo-
cupagado guarda semelhangcas com a tentativa formalista de demonstrar a
consisténcia da Teoria dos Conjuntos e também com a crenga de Bourbaki
de que a axiomatica indica o caminho para localizar e evitar inconsisténcias
I6gicas (Bourbaki, 1949, p. 3).

Além disso, Debreu atribui grande valor a possibilidade que o método
axiomatico oferece de gerar estruturas utilizdveis em varias aplicagdes.
Essa é uma das vantagens que Hilbert apresenta para defender o método
axiomatico na Fisica (Corry, 1997). Também, em Bourbaki, a no¢ao de es-
trutura matematica desempenha o papel de “arsenal’” de resultados a
disposicdo dos matematicos.

Conclusao

Para muitos autores, como Mark Blaug (2001), por exemplo, a possibi-
lidade da Economia como ciéncia matematizavel se da a partir da revolugéo
marginalista. Entende-se que, embora se possa, com razoavel segurancga,
assegurar que o ponto de partida da matematizagdo moderna seja 0 modelo
walrasiano, discutido nos circulos vienenses, ndo sdo as concepgodes cienti-
ficas marginalistas que determinam a matematizacdo da teoria econémica
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que surgiu no século XX. Ao contrario, € o0 modelo walrasiano que se ajusta
a concepcgao cientifica, alheia ao marginalismo, originada na escola mate-
mética formada em torno de David Hilbert. Acredita-se que o desdobra-
mento matematico da escola marginalista pode ser encontrado mais facil-
mente em Samuelson, por exemplo.

Mark Blaug (2003) diz que Debreu se declara um bourbakiano.
Certamente, Debreu esta mais proximo do Bourbaki que Neumann. Sem
davida, a escola neoclassica, a partir de Debreu, estuda as estruturas
formais de maneira quase autbnoma em relagcdo as suas origens na teoria
econdmica. Dessa maneira, justificam-se as criticas mais comuns (Beed;
Kane, 2001) em relagdo ao discurso neoclassico, ou seja, auséncia de
correspondéncia entre os conceitos matematicos e os fatos econémicos e o
pequeno numero gerado de proposicoes empiricamente testaveis nas
referidas teorias, ou até mesmo a auséncia de tais proposigoes.
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